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       Книга присвячена дослідженню топологіч-

них та геометричних властивостей диференціа-

льно-геометричних структур на гладких много-

видах. В першому розділі досліджуються тополо-

гічні властивості типових класів функцій та век-

торних полів. В розділах 2—6 наводяться основні 

конструкції сучасної диференціальної геометрії. Основна увага приділена об-

ґрунтуванню метода приєднаних G-структур, який використовується в насту-

пних главах при вивчені конкретних структур на многовидах. Закінчується 

книга побудовою диференціальних інваріантів та дослідженням їх контакт-

них симетрій. 

Для студентів та науковців, що бажають ознайомитися з основними ге-

ометричними та топологічними конструкціями сучасної теорії многовидів. 

 

ВСТУП 

Топологія є відносно новою наукою і вивчає такі властивості об’єктів, 

які не змінюються при неперервних відображеннях. Основними об’єктами 

наших досліджень будуть функції та векторні поля на многовидах. В першій 

главі ми досліджуємо топологічні властивості многовидів і наводимо тополо-

гічні класифікації для деяких класів функцій та векторних полів на многови-

дах розмірності 2 і 3. 

Геометрія є однією з найдавніших наук, початок якої, по суті, датується 

початком трудової діяльності людини. З ускладненням цієї діяльності усклад-

нювався і предмет геометричного дослідження. Якщо на ранньому етапі роз-

витку людського суспільства геометрія вивчала, головним чином, плоскі лі-

нійні конфігурації, то і плином часу в сферу геометричного дослідження вже 

криволінійні конфігурації, причому, довільної розмірності, а в подальшому і 

геометричні об’єкти більш загальної і складнішої природи. 

Важливо відзначити, що істотні зміни зазнавав не тільки предмет, а й 

методи геометричного дослідження. Одним з найреволюційніших зрушень у 

цьому напрямку стало впровадження теоретико-групових методів в геомет-

рію. Найвиразніше ідея такого підходу прозвучала в знаменитій Ерлангенсь-

кій програмі Клейна (1872 р.). І хоча в подальшому виявилось, що рамки, 

окреслені цією програмою, занадто вузькі для визначення предмета геомет-



ричного дослідження, ідея групового підходу виявилася дуже плідною. Спи-

раючись на неї, Елі Картан заснував чудовий метод диференційно-

геометричного дослідження, який назвали методом рухомого репера. Хоча 

Картан не привів строгого, з сучасної точки зору, обґрунтування цього мето-

ду, та він продемонстрував його універсальність і ефективність на величез-

ному геометричному матеріалі. Подальший розвиток геометрії показав, що 

метод рухомого репера допускає абсолютно строге обґрунтування. Суть його 

полягає в тому, що дослідження геометрії самого многовида М з фіксованою 

на ньому геометричною структурою (наприклад, тензорною), цей метод зво-

дить до дослідження геометрії іншого многовида, а саме, простору розшару-

вання реперів над многовидом М, або підрозшарувань цього розшарування, 

відомих під назвою G-структур. Оскільки точками простору є репери, то, ви-

бираючи підрозшарування таким чином, щоб ці репери були найтісніше 

пов’язані з геометрією досліджуваної структури (наприклад, щоб рівняння, 

які задають тензорну структуру, були б в такому репері найпростішими), мо-

жна домогтися, щоб особливості геометрії простору G-структури, що вно-

сяться фіксацією вихідної структури на М, аналітично характеризувалися 

найпростіше. Тим самим автоматично будується аналітичний апарат, найпри-

стосованіший до дослідження вихідної структури. На жаль, більшість дослі-

дників методу рухомого репера, захоплюючись плідністю його використання, 

не звертали належної уваги на його обґрунтування. Це призвело до певної 

дискредитації цього методу у багатьох математиків, які звикли до сучасного 

рівня строгості викладу. Правда, ряд дослідників (Амброз, Сінгер, Кобаясі, 

Номідзу та ін.) побудували цілком строгий опис геометрії головних розшару-

вань, зокрема, головного розшарування реперів. Однак, за іронією долі ці до-

слідження, отримавши важливі додатки в різних областях геометрії, топології 

і математичної фізики, не отримали належної уваги у послідовників методу 

Картана, що призвело до створення істотного розриву між напрямками су-

часної (або, як її іноді називають, глобальної) і класичної (або локальної) ди-

ференціальних геометрій. 

У цій книзі зроблена спроба подолати цей розрив. Спочатку наведено 

строге обґрунтування основних положень методу рухомого репера (або, іншій 

термінології, методу приєднаних G-структур) на базі дослідження геометрії 

головних розшарувань (і зокрема G-структур). Дано докладний аналіз того, як 

факти багатовимірної диференціальної геометрії гладкого многовида, що на-

лежать до фундаментальних понять зв’язності і коваріантного диференціаль-

ного числення, є "відгомоном" особливостей геометричної будови простору 

розшарування реперів над цим многовидом. Далі на базі розробленого апара-

та проводиться докладне дослідження (псевдо) ріманових структур на много-

видах. Цей апарат також може бути застосований для вивчення інших дифе-

ренціально-геометричних структур, що мають особливо важливу роль в су-

часній диференціальній геометрії: майже комплексних, майже ермітових, 

майже контактних та інших. 

В останньому розділі вивчаються диференціальні інваріанти, що зіставля-

ють деяким нелінійним диференціальним операторам полілінійні об’єкти, так 



звані ефективні форми. Вони використовуються при вивченні симетрій дифе-

ренціальних операторів. 

Автори щиро вдячні учасникам наукового семінару відділу топології Ін-
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