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У математицi та її рiзноманiтних застосуваннях використовується багато рiзних двосимволь-
них систем зображення чисел, якi грунтуються на розкладах чисел в ряди, ланцюговi дроби,
нескiнченнi добутки тощо. Такi системи кодування дiйсних чисел називаються аналiтичними.
Ряди, якi використовуються в якостi моделей дiйсних чисел в переважнiй бiльшостi є або до-
датними, або почережними. Ми пропонуємо нову систему, залежну вiд двох параметрiв, один з
яких є додатним, а iнший – вiд’ємним. Продуктивнiсть нового зображення iлюструється застосу-
ваннями.

Далi використовуватимемо позначення: As = {0, 1, ..., s−1} – алфавiт s-кової системи числення;
Ls = As ×As × ...×As × ... – простiр послiдовностей алфавiту.

Нехай g = (g0; g1), де 0 < g0 < 1, g0 − g1 = 1, g0 > −g1, δ0 ≡ 0, δ1 ≡ g0.

Лема 1. Для будь-якої послiдовностi (αn) ∈ L2 ряд

δα1 +
∞∑
k=2

(δαk

k−1∏
j=1

gαj ) =
∞∑
k=1

uk (1)

є збiжним i його сума належить вiдрiзку [0; g0].

Зауважимо, що має мiсце наступне очевидне твердження: значення виразу

δαn+1

n−1∏
j=1

gαj = un+1

є нулем, тодi i тiльки тодi, коли αn+1 = 0;
додатним число, якщо αn+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел α1, α2, ..., αn є парним числом;
вiд’ємним числом, якщо αn+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел α1, α2, ..., αn є непарним

числом. Тому, коли послiдовнiсть (αn) мiстить нескiнченну кiлькiсть 1, то ряд (1) мiстить нескiн-
ченну кiлькiсть як додатних, так i вiд’ємних членiв. Пiсля вилучення нульових членiв ряду (1) вiн
стане знакозмiнним (почережним), причому члени з непарними номерами додатнi, а з парними
– вiд’ємнi.

Теорема 2. Для будь-якого числа x ∈ [0; q0] iснує послiдовнiсть (αk) така, що

x = δα1 +

∞∑
k=2

(δαk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆α1α2...αk.... (2)

Скорочений запис ∆α1α2...αk... ряду (2) i його суми x називається їх ∆-зображенням. При цьому
число αn = αn(x) називається n-ою цифрою цього зображення.

Переважна бiльшiсть чисел вiдрiзка [0; g0] має єдине ∆-зображення, злiченна множина чисел
має їх два, а саме: ∆01(0) = ∆11(0), ∆α1α2...αk−1αk11(0) = ∆α1α2...αk−1αk01(0).
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Геометрiю зображення дiйсних чисел (топологiчнi, метричнi та фрактальнi властивостi) в зна-
чнiй мiрi розкривають властивостi цилiндричних та хвостових множин, ергодичнi властивостi
оператора зсуву цифр, метрична незалежнiсть цифр та множин, частотнi характеристики, зокре-
ма, середнє значення цифр зображення тощо.

Означення 3. Цилiндром рангуm з основою c1c2 . . . cm для ∆-зображення називається множина

∆c1c2...cm ≡ {x : αi(x) = ci, i = 1,m}.

Якщо σm = c1 + c2 + ... + cm є парним числом, то цилiндр ∆c1...cm1(0) є вiдрiзком з кiнцями
a = ∆c1c2...cm1(0) i b = ∆c1c2...cm(0), якщо ж σm – число непарне, то

∆c1...cm = [b; a].

Тодi |∆c1...cm | = |b− a| = −g1

m∏
j=1

gcj , |∆c1...cmi| = |gi||∆c1...cm |.

Якщо σm = 2k, то sup ∆c1...cm0 = inf ∆c1...cm1.
Якщо σm = 2k − 1, то sup ∆c1...cm = inf ∆c1...cm0.
Мiра Лебега є iнварiантною мiрою оператора лiвостороннього зсуву цифр ∆-зображення, озна-

ченого рiвнiстю:
ω(∆α1α2...αk...) = ∆α2α3...αk....

Ця функцiя є кусково-лiнiйною i має вираз ω(x) = 1
gα1(x)

x− δα1(x)
gα1(x)

. Якщо Ni(x, n) – це кiлькiсть

цифр i серед перших n цифр ∆-зображення числа x, то границя (якщо вона iснує) lim
n→∞

Ni(x,n)
n =

νi(x), i ∈ {0; 1}, називається частотою цифри i у ∆-зображеннi числа x.

Теорема 4. Для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x вiдрiзка [0; g0] мають мiсце
рiвностi:

ν0(x) = g0, ν1(x) = −g1.

Теорема 5. При τ0 6= g0 множина M [τ0, τ1] = {x : ν0(x) = τ0, ν1(x) = τ1} є фрактальною i її
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича обчислюється за формулою:

α0(M [τ0, τ1]) =
ln τ τ00 τ τ11

ln gτ00 |g1|τ1
.

Теорема 6. Нехай g = (g0, g1, g2), де g0,−g1, g2 ∈ (0; 1), g0 > 0 < g2, q0 + q1 + q2 = 1. Неперервна
нiде не монотонна функцiя f , означена рiвнiстю

y = f(x) = f(∆3
α1α2...αn...) = δα1(x) +

∞∑
k=2

(δαk(x)

k−1∏
j=1

gαj(x)) = ∆G
α1α2...αn...,

δ0 = 0, δ1 = g0, δ2 = g0 + g1, ∆3
α1α2...αn... =

∞∑
n=1

3−4αn встановлює бiєктивне вiдображення

множини канторiвського типу C[∆3, {0, 1}] з фрактальною розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича
log3 2 на вiдрiзок [0; g0].

У доповiдi пропонуються розв’язки i iнших тополого-метричних та ймовiрнiсних задач, що
стосуються цього нового зображення дiйсних чисел
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