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Про графи Маркова та плоскi вкладення скiнченних дерев

С. О. Козеренко

КНУ iм. Тараса Шевченка, Київ, Українa

E-mail address : kozerenkosergiy@ukr.net

НехайX скiнченне дерево (тобто, скiнченний зв’язний ациклiчний граф), σ : V (X)→ V (X)
деяке вiдображення множини його вершин в себе. Графом Маркова Γ = Γ(X,σ) називається
орграф з множиною вершин V (Γ) = {ve : e ∈ E(X)} та множиною дуг A(Γ) = {(ve1 , ve2) :
u2, v2 ∈ [σ(u1), σ(v1)]X , ei = uivi, i = 1, 2} (тут через [a, b]X ми позначаємо множину вершин
єдиного найкоротшого ланцюга, який з’єднує вершини a i b в деревi X). Таким чином, вершини
графа Маркова Γ вiдповiдають ребрам дерева X та в Γ iснує дуга ve1 → ve2 , якщо ребро e1
“накриває” ребро e2 пiд дiєю вiдображення σ. Графи Маркова виникли при комбiнаторному
доведеннi вiдомої теореми Шарковського та її аналогiв для топологiчних дерев загального
вигляду (див. [1, 2]).

Вершина в деревi називається висячою, якщо її степiнь дорiвнює одиницi. Множина всiх ви-
сячих вершин дереваX позначається через L(X). Плоским вкладенням графа будемо називати
будь–яке його правильне вкладення в площину (тобто таке вкладення, при якому внутрiшно-
стi ребер графа не перетинаються). Легко бачити, що кожному плоскому вкладенню дерева X
вiдповiдає єдина (при фiксованiй орiєнтацiї площини) циклiчна перестановка множини його
висячих вершин L(X).

Приклад 1. Розглянемо дерево X з множиною вершин V (X) = {1, . . . , 6} та множиною
ребер E(X) = {12, 23, 34, 26, 35}. Тодi циклiчна перестановка σ = (1564) не вiдповiдає жодному
плоскому вкладенню дерева X.

Для кожної циклiчної перестановки σ множини висячих вершин L(X) дерева X визначимо
її продовження на всю множину вершин V (X) наступним чином: покладемо σ′ : V (X)→ V (X),
де σ′(x) = σ(x) для всiх x ∈ L(X) та σ′(x) = x для всiх x ∈ V (X)− L(X). Маємо таку нижню
оцiнку на кiлькiсть дуг в графi Маркова Γ(X,σ′).

Лема 1. Нехай X дерево з n ≥ 3 вершинами та l ≥ 2 висячими вершинами, σ : L(X)→ L(X)
циклiчна перестановка. Тодi |A(Γ(X,σ′))| ≥ 3n− 2l − 3.

Наступний результат показує, що циклiчна перестановка σ множини висячих вершин L(X)
дерева X вiдповiдає деякому його плоскому вкладенню тодi й тiльки тодi, коли кiлькiсть дуг
в графi Маркова Γ(X,σ′) є мiнiмально можливою.

Теорема 1. Нехай X дерево з n ≥ 3 вершинами та l ≥ 2 висячими вершинами. Тодi циклiчна
перестановка σ : L(X) → L(X) вiдповiдає деякому плоскому вкладенню дерева X тодi й
тiльки тодi, коли |A(Γ(X,σ′))| = 3n− 2l − 3.
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