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Нехай у E3-просторi задана однозв’язна регулярна поверхня S класу C3 рiвнянням
r = r(x1, x2), де x1, x2-криволiнiйнi координати змiнної точки S.

Регулярне сiмейство поверхонь St, яке залежить вiд малого параметра t,

r̃(x1, x2, t) = r(x1, x2) + ty(x1, x2) (1)

зветься нескiнченно малою (н.м) деформацiєю першого порядку з вектором змiщення y(x1, x2)
класу C3.

Припустимо, що при н.м. деформацiї (1) лiнiї геодезичного скруту (LGT-лiнiї) [1] переходять
у лiнiї геодезичного скруту (в головному) i зберiгається повна гаусова кривина K поверхнi S.

Аналiтично задача про iснування таких н.м. деформацiй S зводиться до дослiдження i розв’я-
зування наступної системи рiвнянь вiдносно невiдомих Tαβ , Tα, µ, ψ:

Tαk,α − bkαTα = µαc
kα, bαβT

αβ + Tα,α = 0, cαβT
αβ = 0,

(cαihjβ + 2Hcβigαj)T
ij = (ψ + µ)hαβ + 2cαiT

i
,β − c

j
kgαβT

k
,j ,

ciαT
α
,jd

ij + 2µ = 0,

(2)

де gαβ, cαβ, hαβ - метричний, дискримiнантний та сiтковий тензори S вiдповiдно, H-середня кри-
вина, bαβ-коефiцiєнти другої квадратичної форми S, bkα = gkβbβα, g

αβ -елементи матрицi оберненої
до матрицi ||gij ||, dij = 1

K c
iαcjβbαβ, комою позначено коварiантне диференцiювання на базi gij ,

iндекси всюди приймають значення 1,2.
Через будь-який роз’язок системи рiвнянь (2) вектор змiщення набуває вигляду

y(M) =

∫
M0M

(
ciαT

αβrβ − µri + ciαT
αn
)
dxi + y0,

де криволiнiйний iнтеграл обчислюється вздовж будь-якої спрямної кривої, що належить S i
з’єднує довiльно фiксовану точку M0 iз змiнною точкою M . Векторне поле y при цьому буде
однозначною функцiєю (з точнiстю до сталого вектора y0), в силу однозв’язностi S.

Нехай S- мiнiмальна поверхня (H = 0).
Справедлива наступна

Теорема 1. Н.м. деформацiя першого порядку мiнiмальної поверхнi S iз стацiонарними LGT-
лiнiями i повною гаусовою кривиною цiлком визначається тензорами

Tαβ = −1

2

(
dαiT β,i + dβiTα,i

)
та функцiями µ = −ψ = −1

2ciαT
α
,jd

ij , якi представленi через контраварiантний вектор Tα, який
є розв’язком наступної системи рiвнянь:

Kαd
αiT β,i −Kd

αi
(
T β,i

)
,α

+K2dβαT
α = 0. (3)
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Очевидно, що система рiвнянь (3) завжди має розв’язок Tα = 0. Тодi вектор змiщення y =
const, що означає жорсткiсть поверхнi S при данiй н.м. деформацiї.

Позначимо T 1 = ψ(x1, x2), T 2 = ν(x1, x2) i вiднесемо поверхню S до лiнiй кривини, якi в даному
випадку утворюють iзотермiчну сiтку. Тодi система рiвнянь (3) набуде вигляду: ψ11 − ψ22 + aψ1 + bψ2 + cψ = 0,

ν11 − ν22 + dν1 + eν2 + fν = 0,
(4)

де a, b, c, d, e, f -вiдомi функцiї точки S. Кожне iз цих рiвнянь є однорiдним диференцiальним
рiвнянням другого порядку в частинних похiдних гiперболiчного типу. Будемо шукати iнтеграли
цих рiвнянь, якi приймають певнi значення

ψ

∣∣∣∣
x1+x2=x′0

= t1(x1 + x2), ψ

∣∣∣∣
x1−x2=y′0

= s1(x1 − x2)

для рiвняння (4.1) на характеристиках x1 + x2 = x′0 i x1 − x2 = y′0
i

ν

∣∣∣∣
x1+x2=x′′0

= t2(x1 + x2), ψ

∣∣∣∣
x1−x2=y′′0

= s2(x1 − x2)

для рiвняння (4.2) на характеристиках x1 + x2 = x′′0 i x1 − x2 = y′′0 .
Будемо рахувати, що функцiї

t1(x1 + x2), s1(x1 + x2), t2(x1 − x2), s2(x1 − x2)

мають неперервнi похiднi першого порядку i

t1(y′0) = s1(x′0), t2(y′′0) = s2(x′′0).

Згiдно задачi Гурса [2],яку ми отримали, кожнiй парi функцiй

t1(x1 + x2), s1(x1 − x2), t2(x1 + x2), s2(x1 − x2)

вiдповiдають єдинi розв’язки цих рiвнянь ψ(x1, x2) i ν(x1, x2) вiдповiдно.
Отже, має мiсце

Теорема 2. Кожна мiнiмальна поверхня допускає н.м. деформацiю зi стацiонарними LGT-
лiнiями та повною гаусовою кривиною. Вектор зсуву y(x1, x2) при цьому залежить вiд насту-
пних довiльних регулярних функцiй

t1(x1 + x2), t2(x1 + x2), s1(x1 − x2), s2(x1 − x2).
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