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Теорема 10. Має місце рівність
1∫

0

f(x)dx =

∑
i∈Z

σiΘi

1−∑
i∈Z

Θipi
.
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Через Cα,r
β,p , α > 0, r > 0, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо множину 2π–періодичних

функцій f(x), які при всіх x ∈ R можна представити у вигляді згортки

f(x) =
a0
2

+
1

π

π∫

−π

Pα,r,β(x− t)φ(t)dt, a0 ∈ R, φ ⊥ 1, φ ∈ Lp, ||φ||p ≤ 1, (1)

з ядрами вигляду

Pα,r,β(t) =
∞∑

k=1

e−αk
r cos

(
kt− βπ

2

)
, α, r > 0, β ∈ R.

Функцію f у рівності (1) називають узагальненим інтегралом Пуассона функції φ і по-
значають через J α,r

β φ, з іншого боку функцію φ у рівності (1) називають узагальненою
похідною функції f i позначають через fα,rβ (тобто, φ(·) = fα,rβ (·)) [1].

Для будь–якої функції f(x) із простору неперрвних 2π–періодичних функцій C через
S̃n−1(f ;x) будемо позначати тригонометричний поліном порядку n − 1, що інтерполює
f(x) у вузлах x(n−1)

k = 2kπ
2n−1

, k ∈ Z, тобто такий, що

S̃n−1(f ;x
(n−1)
k ) = f(x

(n−1)
k ), k = 0, 1, ..., 2n− 2. (2)

Поліноми S̃n−1(f ; ·) однозначно задаються інтерполяційними умовами (2) і називаються
інтерполяційними поліномами Лагранжа.

Позначимо через ρ̃n(f ; ·) відхилення від функції f ∈ C її інтерполяційного полінома
Лагранжа S̃n−1(f ; ·)

ρ̃n(f ;x) = f(x)− S̃n−1(f ;x).
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Мета нашого дослідження полягає в тому, щоб при всіх x ∈ R, α > 0, β ∈ R, r ∈ (0, 1)
і 1 ≤ p ≤ ∞, знайти розв’язок задачі Колмогорова-Нікольського для інтерполяційних
поліномів Лагранжа S̃n−1(f ;x) вигляду (2) на класах узагальнених інтегралів Пуассона
Cα,r
β,p , тобто встановити асимптотичні при n→ ∞ рівності для величин

Ẽn(Cα,r
β,p ;x) = sup

f∈Cα,r
β,p

|ρ̃n(f ;x)| . (3)

Має місце наступна теорема.
Теорема 1. Нехай r ∈ (0, 1), α > 0, β ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ i x ∈ R. Тоді при p = 1 i
n ≥ n∗(α, r, 1)

Ẽn(Cα,r
β,1 ;x) = e−αn

r

n1−r
∣∣∣∣sin

2n− 1

2
x

∣∣∣∣
(

2

παr
+ δ∗n,1

(
1

n1−r +
1

(αr)2nr

))
; (4)

при 1 < p <∞ i n ≥ n∗(α, r, p)

Ẽn(Cα,r
β,p ;x) = e−αn

r

n
1−r
p

∣∣∣∣sin
2n− 1

2
x

∣∣∣∣

×


 2‖ cos t‖p′
π
1+ 1

p′ (αr)
1
p

F
1
p′

(
1

2
,
3− p′

2
;
3

2
; 1

)
+ δ∗n,p




1 +

(αr)
p′−1

p

p′ − 1


 1

n
1−r
p

+
p

1
p′

(αr)1+
1
pnr




 , (5)

а при p = ∞ i n ≥ n∗(α, r,∞)

Ẽn(Cα,r
β,∞;x) = e−αn

r

∣∣∣∣sin
2n− 1

2
x

∣∣∣∣
(

8

π2
ln n

1−r

αr
+ δ∗n,∞

)
. (6)

У формулах (4)–(6) для величин δ∗n,p = δ∗n,p(α, r, β, x) виконується оцінка |δ∗n,p| < 40π4.
Оцінки (4)–(6) доповнюють результати робіт [2]–[4], де було знайдено розв’язок вка-

заної задачі Колмогорова–Нікольського на класах Cα,r
β,p при всіх r ≥ 1, α > 0, β ∈ R i

1 ≤ p ≤ ∞.
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