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Майстер математичної освiти: Кузаконь Вiктор Михайлович

16 березня 2016 року на 68 роцi життя зупинилося серце вiдомої в свiтi людини,
видатного математика, гарного органiзатора та чудового керiвника, завiдувача кафедри
вищої математики ОНАХТ, директора благодiйного фонда наукових дослiджень «Наука»,
вiдповiдального редактора наукового журналу «Працi мiжнародного геометричного центру»,
голови оргкомiтету мiжнародної конференцiї «Геометрiя в Одесi» Кузаконя Вiктора
Михайловича.

В нашiй академiї мало хто не знав чи не чув про енергiйного, веселого i талановитого
математика та мало хто знає про життєвий шлях Вiктора Михайловича, який не завжди був
легким i простим, шлях вiд iнженера до почесного доцента академiї, "Заслуженого працiвника
освiти України".

Вiктор Михайлович Кузаконь народився 31 серпня 1947 року в м. Кандалакша
Мурманської областi в родинi вiйськовослужбовця. У 1970 закiнчив механiко - математичний
факультет Одеського державного унiверситету iм. I. I. Мечникова за фахом "Математика".
З 1970 по 1972 роки проходив вiйськову службу в лавах радянської армiї, потiм працював
iнженером i старшим iнженером науково - дослiдного вiддiлу Одеського вищого iнженерно -
морського училища.

У 1972 роцi перейшов на роботу асистентом кафедри вищої математики Одеського
технологiчного iнституту iм. М.В.Ломоносова, де i пропрацював до кiнця своїх днiв. Багато
зусиль вiддавав викладацькiй роботi. Написано i опублiковано ряд навчальних посiбникiв,
збiрник задач, методичнi вказiвки тощо. За вiдгуками студентiв його лекцiї надовго
запам’яталися своєю простотою i доступнiстю. Завжди знаходив час для допомоги студентам
у навчаннi, для поради в життi.

З 1974 по 1976 роки В. М. Кузаконь навчався в аспiрантурi за фахом "Геометрiя i
топологiя" пiд науковим керiвництвом доцента М. О. Рахули. Кандидатська дисертацiя
на тему "Диференцiальнi iнварiанти розшарування рiманових многовидiв зi зв’язнiстю i їх
симетрiї" захищена в Московському державному педагогiчному унiверситетi iм. В. I. Ленiна.

В. М. Кузаконь - послiдовник наукових шкiл професорiв В.В. Личагiна i М.О. Рахули.
Основний напрямок його наукової дiяльностi - теорiя диференцiальних iнварiантiв. Його
дослiдження знайшли вiдображення у великiй кiлькостi статтей, доповiдях та монографiй.
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Вiктор Михайлович внiс великий вклад в органiзацiю наукових геометричних конференцiй
в Одесi. У перiод з 2004 року вiн очолював органiзацiйний комiтет мiжнародних конференцiй
"Геометрiя в Одесi". В. М. Кузаконь був президентом благодiйного фонду наукових
дослiджень "Наука", членом ради Мiжнародного геометричного центру.

З 2007 року Вiктор Михайлович був вiдповiдальним редактором наукового журналу "Працi
мiжнародного геометричного центру".

Ентузiазм i активнiсть Вiктора Михайловича притягували у науковому свiтi iнтерес
вiдомих геометрiв. Колеги згадують його виступи, якi залучали до найсучаснiших iдей i
досягнень геометрiї, в служiннi якої вiн виявляв зразок для наслiдування

З 2010 року Вiктор Михайлович завiдував кафедрою вищої математики в Одеськiй
нацiональнiй академiї харчових технологiй. Лекцiї для студентiв читались iз захопленим
блиском, супроводжувалися потужною мотивацiєю та викликати в них оптимiзм i бажання
досягати бiльшого.

Протягом багатьох рокiв Вiктор Михайлович очолював одеську мiську органiзацiю
Української республiканської партiї «Собор», брав активну участь у виборах до органiв влади.

Кузаконь В.М. завжди був поцiновувачем усього прекрасного, полюбляв фiлософiю,
психологiю, поезiю – сам писав лiричнi, фiлософськi вiршi.

Друзi, колеги знали i завжди згадують про улюбленi двi пiснi, якi любив спiвати Вiктор
Михайлович: «Скрипка грає» на вiршi Юрiя Рибчинського та «Есть только миг» на вiршi
Леонiда Дербеньова, якi пiдкреслюють як романтизм, так i спрямованiсть особистостi.

Вiн з честю пройшов свiй земний шлях i в наших серцях назавжди залишиться мудрим
Вчителем, великим Патрiотом i достойним Громадянином. Свiтла пам’ять залишиться
надовго в душах колег, учнiв i друзiв.
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Майдо Оскарович Рахула вспоминает

Год 1949. Послевоенная Эстония. Колхозное строительство. Раскулачивание. Семья оказы-
вается в верховьях Енисея, где Хакассия, Минусинск. Впрочем, Минусинск – место бывшей
ссылки В. И. Ленина. Так и шутили: нас повезли по "ленинским местам".

Изучаем русский язык, чтобы стал он нам вторым родным. Учëба в школе идëт успешно.
Выхожу победителем краевой олимпиады по математике, заканчиваю школу с серебряной
медалью и поступаю на мехмат Томского университа.

Тепло вспоминаю своих руководителей-геометров по ТГУ – Николая Георгиевича Туганова,
Романа Николаевича Щербакова и Владислава Степановича Малаховского.

1953, смерть Сталина. ХХ съезд партии, осуждение культа личности. Хрущëвская "отте-
пель". Реабилитация депортированных.

С женой Ларисой (девочка из Красноярска) заканчиваем учëбу в университете и с детьми, с
сыном и дочерью, приезжаем в Эстонию. Проблема с жильëм, но помогает случай. Из Минвуза
поступает запрос, сможет ли Тартуский унивеситет подготовить двух математиков для работы
за рубежом. Даëм согласие, садимся за французский и в 1967-ом летим преподавать матема-
тику в Алжире. СССР в то время помогал развивающимся африканским странам "строить
социализм". В Алжире пробыли четыре года. Интересными для меня были последние два года
работы в Алжирском университете вместе с французами.

Вернувшись в 1971-ом в Эстонию, нас ожидала там та же квартирная проблема. Пом-
нил разговор с коллегой Коваленко, с кем работали в Алжире на одной кафедре. Ректор
Чайковский как бы наказал ему найти хорошего зав. каферой математики. Решил позвонить
Чайковскому, договорились встретиться. При встрече Владислав Феликсович рассказал мне
седующую историю. Когда он работал советником при Советском посольстве в Каире, случи-
лось, что он тяжело заболел и его могло спасти одно лекарство, которое можно было купить
лишь в Лондоне. Один молодой человек из Посольства полетел в Лондон и вечером того же
дня со слезами на глазах преподнëс Владиславу Феликсовичу лекарство. Этот человек ока-
зался парнем из Эстонии.

Тут же Владислав Феликсович предложил мне кафедру и наше сотрудничество продолжа-
лось долгие годы. Важные вопросы, касающиеся комплектования кафедры либо отчëтности
кафедры на Совете института и перед Министерством, обсуждались в кабинете ректора. В
начале моей работы на кафедре было лишь четыре математика с учëными степенями, а в
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1987-ом их было 14. Конечно, это результат совместных усилий ректора и зав. кафедрой, но
не только, признаться, кафедра стала известной по городу среди пяти вузов Одессы.

Кафедральные будни заключались в проведении занятий на пяти факультетах, обсуждении
методики преподавания, составлении учебных пособий с учëтом той или иной специальности
и согласовании программ.

Специалисты-математики не обходятся и без научной работы. Геометрический семинар
ОТИПП наряду с семинаром ОГУ стал активным научным центром в городе. На семинаре
обсуждались в основном результаты исследовательской работы участников семинара. Успеш-
но защитили свои кандидатские работы самые активные из участников – прежде всего два
Виктора, Виктор Леонидович Спесивых и Виктор Михайлович Кузаконь. На геометрические
конференции и с чтением лекций на нашем семинаре в Одессу приезжали известные учëные
А. Д. Александров, В. Т. Фоменко, В. В. Шарко, Г. Ф. Лаптев, А. П. Широков, Б. Л. Лаптев,
Л. Е. Евтушик, В. Ф. Кириченко, А. М. Виноградов, М. А. Акивис, В. И. Близникас, Ю. Г.
Лумисте и др. Да и мы сами не в Одессе сидели. Пусть в шутку сказано, но территория от
Мадрида до Пекина и от Сахары до Тромсо на Полярном круге мною достаточно изъезжена
с разными докладами и выступлениями.

Геометрические традиции кафедры продолжаются и поныне, т. е. 25 лет спустя после моего
возвращения в Тарту. По инициативе заведующего Виктора Михайловича проводятся ежегод-
ные международные конферении "Геометрия в Одессе". Участники приезжают с Украины, из
России и из-за рубежа.

Каковы же злободневные проблемы современной дифференциальной геометрии?
Во-первых, вся дифференциальная геометрия строится на итерациях касательного функ-

тора. Касательные расслоения – эти структуры охватывают, по существу, всю геометрию по-
следних двух столетий. По этой теме защищал я свою докторскую диссертацию.

Во-вторых, исключительно важно проявляет себя т. н. экспоненциальный закон. Этот закон
охватывает теорию инвариантов, начиная с теории алгебраических инварианов Гильберта и до
сингулярностей отображеий – теорию катастроф Р. Тома. Сюда следует добавить и обширную
тему симметрий дифференциальных уравнений.

Как-то в Одессе после моего доклада подошëл профессор Г. Атанасиу из Румынии и сказал:
"Это всë очень интересно!" Мы познакомились, я был у них в Бражове, они у нас в Тарту. В
результате появились две общие монографии, одна на русском языке, другая на английском.

В заключение вспоминаю слова, однажды сказанные мне А. З. Петровым: "Молодой че-
ловек, ваши идеи интересные, но они не будут признаны, пока вы не покажете приложения!"
Привожу пример. В геометрии хорошо знают производные Ли. Производная Ли векторного
поля – это же производная поля скоростей или поле ускорений, которое можно истолковывать
как силовое поле. Оказывается, при смещении вращающегося тела в этом теле возникают си-
ловые линии, направленные перпендикулярно к направлению сдвига. Всякие круговороты в
природе – торнадо в атмосфере, орканы в океане, стаи птиц и косяки рыб – порождают такую
силу. Конечно же и волчки и гироскопы. В космосе эта сила проявляет себя особенно мощно.
Не под влиянием ли этой силы наше Солнце летит в сторону созвездия Лебедя со скоростью
230 км/сек? Похоже, что галактики и солнечные системы – плоские диски, а планеты и луны
– круглые шары, результат того, что в первом случае вращения совершаются вокруг одной
оси, а во втором случае вокруг двух осей. Призводные Ли это объясняют. Наша последняя
книга этой теме посвящается.

Таким образом, геометрическая мысль не должна останавливаться. Мы постоянно должны
заботиться о том, чтобы наши структуры доходили действенно до прикладных наук и до
практики.
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Quantization of states of the bispinor Dirac equation with special radiation potentials
and parity nonconservation effect in heavy finite Fermi-system

O. A. Antoshkina, O. Yu. Khetselius, V. F. Mansarliysky

(OSENU, Odessa, Ukraine)

E-mail address: quantant@mail.ru

In this work we go on our investigation of a problem of the eigen-values spectrum and eigen-
functions for an effective relativistic many-body Dirac Hamiltonian of the finite heavy many-body
Fermi-systems and further application to quantitative description of the electroweak interactions
with calculating the corresponding radiation ( including the electroweak) amplitudes for transition,
in which the parity non-conservation effect takes a place. Here we present an new improved scheme
to quantization of the quasistationary states of the relativistic bispinor Dirac equation with a non-
singular (singular) electromagmetic potential and additional radiation potentials. The basis for to
quantization of the Dirac equation quasistationary states and their computing is consitent gauge-
invariant formalism of the nuclear-QED perturbation thepry [1]. New element is development of the
optimal scheme for computing radiation (electroweak) amplitudes of the forbidden and allowable
transitions with using the optimized one-quasiparticle representation [2]. There are considered the
conditions when a gauge invariance of theory is violated. The corresponding theorem is proven.

New scheme is applied to computing the complex quantum system hyperfine structure integrals,
parity non-conservation radiation (electroweak) amplitudes for a set of the heavy finite Fermi-
systems with accounting of exchange-correlation, Breit, weak e-e interactions, radiative and nuclear
(magnetic moment distribution, finite size, neutron “skin”) corrections, nuclear-spin dependent cor-
rections due to anapole moment, Z-boson ((AnVe) current) exchange, combined hyperfine and Z
boson exchange ((VnAe) current) interactions [3]. The data for test systems are compared with
the Standad Model predictions. It has been found a essential difference of the standard data.
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Construction of the Open Extension Topology

V. Babych, V. Pyekhtyeryev

(Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine)
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Open extension topology is introduced in [1] for the case when its carrier differs from the one of
the starting topological space by one point. A particular case of this construction is excluded point
topology which appears as an open extension of the discrete topology. The most famous example
of excluded point topology is Sierpinski space. We generalize this construction to the case of an
arbitrary superset of the carrier of the original space.

Let (X, τ) be a topological space and let X∗ be a superset of X. Then the family τ∗ = {U ⊂
X∗ | U ⊃ X or U ∈ τ} is a topology for X∗, which is called the open extension topology of X to
X∗. Thus the open sets of X∗ are all the sets containing X and all open sets of X. Respectively,
closed sets in X∗ are all subsets of the complement X∗\X and all unions (X∗\X)∪A where A is
closed in X. The open extension topology τ∗ is the supremum of topology τ ∪{X∗} and X-included
topology for X∗.

A map f : X → Y of topological spaces (X, τ) and (Y, σ) is called inducing, if the topology τ is
induced by σ and f .

Theorem 1. Let (X, τ) be a topological space, let X∗ be a superset of the set X and let τ∗ be the
open extension topology of X to X∗. Then the natural embedding X 3 x i7→x ∈ X∗ is open inducing
map. In particular, (X, τ) is open subspace of X∗.

Unlike extension topology [2] open extension topology is not transitive. Hence the natural
embedding X 3 x 7→x ∈ X∗ is not quotient.

Proposition 1. A base of the least cardinality of the open extension topology of a space X to X∗

has the form β∗={X ∪{x}, x∈X∗\X}∪β where β is a base of the least cardinality of the space X.

Proposition 2. Let τ∗ be the open extension topology of a space X to X∗ ⊃ X. Then a local base
of the least cardinality at any point x ∈ X∗ has the form {X ∪{x}} for x ∈ X∗\X, and βx where
βx is a local base of the least cardinality at point x in X, for x ∈ X.

Proposition 3. Let τ∗ be the open extension topology of a space X to X∗ ⊃ X and let A ⊂ X∗.
Then the interior, the closure, the sets of isolated and limit points of A are obtained by formulae:

1) IntX∗ A = A when A ⊃ X, and IntX∗ A = IntX(A∩X) otherwise;
2) AX∗ = A when A ⊂ X∗\X, and AX∗ = A∩XX ∪(X∗\X) otherwise;
3) IX∗(A) = A when A ⊂ X∗\X, and IX∗(A) = IX(A∩X) otherwise;
4) A′X∗ = ∅ when A ⊂ X∗\X, and A′X∗ = (A∩X)′X ∪(X∗\X) otherwise;
5) A is dense (nowhere dense) in X∗ if and only if the intersection A∩X is dense (nowhere

dense) in X.
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S-Dimension versus Hölder dimension in Peano continua

T. Banakh, T. Martynyuk

Ivan Franko National University of Lviv, Ukraine

E-mail address: t.o.banakh@gmail.com tetyanka.martynyuk@gmail.com

Let X be a (locally connected) compact metrizable space. By M(X) we denote the family of
metrics generating the topology of X. For any metric d ∈ M(X) and ε > 0 denote by Nε(X)
(resp. Sε(X)) the smallest cardinality of a cover of X by (connected) subsets of diameter < ε. The

real number Dim(X, d) = lim supε→0
lnNε(X)
ln(1/ε) is known in Theory of Fractals as the box-counting

dimension of the compact metric space (X, d). For example, the standard Cantor set on the real
line has box-counting dimension equal to ln 2

ln 3 . In spite of the fact that Dim(X, d) is real-valued, its
minimum dim(X) = mind∈M(X) Dim(X, d) is an integer number, equal to the topological dimension
dim(X) of X (according to the classical theorem proved by Pontryagin and Schnirelman in 1932).

On the other hand, for a locally connected compact metrizable space an analogous function

S-dim(X) = infd∈M(X) S-Dim(X, d) where S-Dim(X, d) = lim supε→0
lnSε(X)
ln(1/ε)

is not necessarily integer-valued, see [2].
In this talk we shall discuss the relation of the S-dimension to another dimension function called

the Hölder dimension. It is defined for a Peano continuum as follows. We recall that a compact
metrizable space X is called a Peano continuum if X is a continuous image of the unit interval
[0, 1]. By Hahn-Mazurkiewicz Theorem (1914), a compact metrizable space is a Peano continuum
if and only if it is connected and locally connected.

A function f : X → Y between two metric spaces (X, dX) and (Y, dY ) is called α-Hölder if
there exists a positive real constant L such that dY (f(x), f(x′)) ≤ L · dX(x, x′)α for all x, x′ ∈ X.
For a Peano continuum X its topological Hölder dimension is defined as

Hö-dim(X) = infd∈M(X)Hö-Dim(X, d)

whereHö-Dim(X, d) = inf{α ∈ (0,∞] : ∃ an 1
α -Hölder map f : [0, 1]→ X} is the Hölder dimension

of the metric Peano continuum (X, d). The main result of the talk is

Theorem 1. Any metric Peano continuum (X, d) has

S-Dim(X, d) ≤ Hö-Dim(X, d) ≤ 4 · S-Dim(X, d) and S-dim(X) ≤ Hö-dim(X) ≤ 4 · S-dim(X).

This theorem gives a partial answer to Problem 5.2 [2] which asks if S-dim(X) = Hö-dim(X)
for any Peano continuum X. Theorem 1 also has a nice application to the problem of detecting
Peano continua homeomorphic to deterministic fractals.

A compact metric space (X, d) is called a deterministic fractal if X =
⋃n
i=1 fi(X) for some

contracting maps f1, . . . , fn : X → X. A map f : X → X is contracting if its has Lipschitz
constant Lip(f) = supx 6=y

d(f(x),f(y))
d(x,y) < 1.

Theorem 2. Each deterministic fractal (X, d) has finite Hölder dimension. More precisely, if
X =

⋃n
i=1 fi(X) for contracting maps f1, . . . , fn : X → X, then Hö-dim(X) ≤ Hö-Dim(X, d) ≤

lnn
ln(1/λ)where λ = max1≤i≤n Lip(fi) < 1.

This theorem improves the upper bound S-dim(X) ≤ S-Dim(X, d) ≤ lnn
ln(1λ) proved in [1].

Theorem 3. A Peano continuum X containing an open subset homeomorphic to the real line R is
homeomorphic to a deterministic fractal iff S-dim(X) is finite iff Hö-dim(X) is finite.
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On the type number of almost contact metric hypersurfaces in special Hermitian
manifolds

M. B. Banaru, G. A. Banaru

Smolensk State University, Smolensk, Russian Federation

E-mail address: mihail.banaru@yahoo.com

1. The classification of the almost Hermitian structures on first order differential-geometrical
invariants can be rightfully attributed to the most significant results obtained by the outstanding
American mathematician Alfred Gray and his Spanish colleague Luis M. Hervella [1].

The class of special Hermitian manifolds (or W3-manifolds, using Gray-Hervella notation) has
been studied not so detailed as other so-called “small” Gray–Hervella classes of almost Hermitian
manifolds.

We remark also that the present work is a continuation of researches of the authors in the area
of Hermitian manifolds, mainly six-dimensional (see, for example, [2], [3] and many others).

2. An almost Hermitian manifold is a 2n-dimensional manifold M2n with a Riemannian metric
g = 〈·, ·〉 and an almost complex structure J . Moreover, the following condition must hold

〈JX, JY 〉 = 〈X, Y 〉 , X, Y ∈ ℵ(M2n),

where ℵ(M2n) is the module of smooth vector fields on M2n [1]. An almost Hermitian manifold
is called Hermitian, if its structure is integrable. A special Hermitian structure in addition must
comply with the condition δF = 0, where δ is the codifferentiation operator and F is the fundamental
(or Kählerian) form [1], [4].

3. The main results are the following:
1) A characterization in terms of the type number of some important almost contact metric

structures (cosymplectic, Sasaki, Kenmotsu etc.) on hypersurfaces in special Hermitian manifolds
is obtained;

2) A criterion of the minimality of such hypersurfaces in the terms of their type number is
established;

3) It is proved that if a special Hermitian manifold satisfies the 0- or 1-cosymplectic hypersurfaces
axiom then it is Kählerian.

These results are detailed for six-dimensional planar submanifolds of Cayley algebra that carry
special Hermitian structures.
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H-closed quasitopological groups
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Ivan Franko National University of Lviv , Lviv, Ukraine
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An H-closed quasitopological group is a Hausdorff quasitopological group which is contained
in each Hausdorff quasitopological group as a closed subspace. We obtained a sufficient condition
for a quasitopological group to be H-closed, which allowed us to solve a problem by Arhangel’skii
and Choban and to show that a topological group G is H-closed in the class of quasitopological
groups if and only if G is Raikov-complete. Also we present examples of non-compact H-closed
quasitopological groups.

Our main propositions are following:

Theorem 1. A topological group G is H-closed in the class of quasitopological groups if and only
if G is Rǎıkov complete.

Theorem 2. Let (G, τ) be a Cauchy completty quasitopological group, (G, σ) be a quasitopological
group, σ ⊃ τ , and the space (G, σ) has a π-base, consisting of open subsets of the space (G, τ). Then
(G, σ) is a Cauchy completty quasitopological group.
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On hyperspaces of max-plus and max-min convex sets

L. E. Bazylevych, A. G. Savchenko, M. M. Zarichnyi
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In the last decades, the notions of max-plus and max-min convex set played an important role
in the idempotent mathematics (see, e.g., [3, 4]). Informally speaking, idempotent mathematics is
the part of mathematics in which the ordinary algebraic operations on the reals are replaced with
idempotent ones (e.g., max).

Some results are obtained in the theory of hyperspaces of max-plus and max-min convex sets
(see, e.g., [2, 1]). The talk is devoted to generalizations and extensions of the known results. In
particular, we deal with (nonseparable) Hilbert spaces, countable direct limits. We also consider
the hyperspaces of max-plus and max-min convex polyhedra.
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On the functor of semiadditive τ-smooth functionals
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In the work we investigate categorical and topological properties of the functor OSτ semiadditive
τ -smooth functionals in the category Tych of Tychonoff spaces and their continuous mappings.

For a compactum X by O(X) [1] denote the set of all weakly additive order-preserving normed
functionals. Elements of the set O(X), are shortly called weakly additive functionals. Note that
each functional ν ∈ O(X) is a continuous mapping of C(X) to R, i.e. the set O(X) is a subset of
Cp(C(X)). By OS(X) [2] denote the set of all positively-homogeneous and semiadditive functionals
from O(X). Elements of the set OS(X), are shortly called semiadditive functionals. These sets are
equipped with the pointwise topology.

Functor OS : Comp→ Comp is defined in [2]. Our main goal is to extend the functor OS over
the category Tych and investigate its categorical propeties.

Let X be a Tychonoff space and let Cb(X) be the space of all continuous bounded func-
tions f : X → R with usual pointwise operations and sup-norm, i.e. with the norm ‖f ‖ =
sup {|f (x)| : x ∈ X}.

DefinitionWe say that a functional µ ∈ OS(βX) is τ -smooth, if µ(ϕα)→ 0 for every monotone
net {ϕα} ⊂ Cb(X) decreasing to zero on X.

For a Tychonoff space X, by OSτ (X) denote the set of all τ -smooth functionals from OS(βX).
The set OSτ (X) is equipped with pointwise convergence topology (or equivalently, topology induced
from OS(βX)). Put OSτ (f) = OS(βf)|OSτ (X).

Proposition 1. The construction OSτ is a covariant functor in the category Tych of Tychonoff
spaces.

Theorem 1. The functor OSτ : Tych→ Tych
1) preserves the weight of infinite Tychonoff spaces;
2) preserves singletons and empty set;
3) monomorphic (preserves embedding);
4) epimorphic (transfers surjections into mappings with dense image);
5) preserves intersections of closed subsets of Tychonoff spaces, i.e. for every family {Xα : α ∈

A} of closed subsets of a space X

OSτ (
⋂
α∈A

Xα) =
⋂
α∈A

OSτ (Xα)

holds;
6) preserves inverse images, i.e. OSτ (f)−1(OSτ (Z)) = OSτ (f

−1(Z)) for any closed subset Z of
Y ;

7) is continuous with respect to inverse limits.
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Twisted Product CR-submanifolds in a Locally Conformal Kaehler Space Form

V. Bonanzing, K. Matsumoto

University of Reggio Calabria, Italy

Yamagata University, Japan

Certain twisted product CR-submanifolds in a Kaehler manifold and some inequalities of the
second fundamental form of these submanifolds are presented ([1]). Then the length of the second
fundamental form of a twisted product CR-submanifold in a locally conformal Kaehler manifold is
considered (2013), ([2]).

In this talk, we determine inequalities involving the length of the second fundamental form
and the mean curvature, characterizing two cases where the equalities hold in two twisted product
CR-submanifolds in a locally conformal Kaehler space form.
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New scheme to quantization and computing of the quasi-stationary states for the
many-body Dirac equation and computing the satellites spectra of three-quasiparticle

systems
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OSENU, Odessa, Ukraine

E-mail address: quantche@mail.ru

Here we predent an new numerical algorithm to computing energy spectra of N-particle finite
quantum (atomic) systems and implemented new scheme of quantization of the stationary (quasi-
stationary) states of the Dirac-Fock equation. In difference of our previous similar self-conjunctive
versions [1], new method has a few new elements which provide its more effectiveness. The first new
element is using of ab initio gauge-invariant version of the quantum electrodynamics perturbation
theory for the N-quasi-particle systems with using optimized Dirac-Fock-Slater equation relativistic
orbital basis’s generation scheme [2]; second element is using optimized Fano-Byorke type procedure
for computing the perturbation operator matrix elements between the N-quasi-particle states. The
third element is taken from our previous theory and results in an accurate accounting the complex
exchange-correlation effects by using the mnost effective many-body density dependent functionals
[3]. It has been prooved the theorem establishing a link between gauge non-invariant contributions
into the matrix elements and quality of the relativistic eigen functions basis of the corresponding
Dirac-Fock-Slater Hamiltonian.

As applicatin of a new approach we present the results of computing energy and spectral pa-
rameters for dielectronic satellites of in spectra of the neon- and sodium mulcicharged ions. There
are listed new data on the spectra levels energies, different contributions of the relativistic and
exchange-correlation corrections, line intensities distribution for transitions between configurations
with great number of lines [3]. For comparison there are listed the test data obtained within differ-
ent methods, namely, multi-configuration Dirac (Hartree)-Fock calculation, standard and advanced
density-functional theories. It has been shown that a new scheme provides quite high accuracy in
comparison with the stadard methods and is to be most effective in studying the complex configu-
rations, where it is realized an intermediate case [3].
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A simple proof of the short-time existence and uniqueness for Ricci flow
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We give a simple proof for the local existence for Ricci flow. We give to the space of Riemannian
metrics on a compact manifold the stracture of a generlized Fréchet manifold, bounded (or MCk)
Fréchet manifold, introduced in [2]. These generlized manifolds surpass the calculus and geometry
of Fréchet manifolds and we would expect more of their applications to problems in global analysis.

For the basic defintions of bounded Fréchet context we refer to [2]. The space of Riemannian
metric on a compact manifold is a Fréchet manifold. It is known that this space also has the
structures of ILH manifold and the projective limit of Banach manifolds. We suggest a new structure
for these spaces namely bounded Fréchet manifolds. Bounded Fréchet manifols have desirable
propperties that provide a suitable setting to study spaces of sections in particular Riemannian
metrics. Here we demonstrate one of their applications.

We can consider a Ricci flow on a comapct manifold as the inregral curve of a vector field but a
vector field on a Fréchet manifold does not always has a uique integral curve. However, in the case
of bounded Fréchet manifold it always has. More precisely,

Theorem 1. [1, Theorem 5.1] Let M be a bounded Fréchet manifold and let ξ : M → TM be a
vector field. Then there exits an integral curve for ξ at p ∈ M . Furthermore, any two such curves
are equal on the intersection of their domains.

Suppose X is the MC∞ smooth vector field on the space of Riemannian metrics that maps a
Riemannian metric g to −2Rc(g). Then the Ricci flow curve is the smooth integral curve of this
vector field. Hence the Theorem 1 guarantees its local existence and uniqueness with any initial
metric at t = 0. In this way we can get a simple proof of the short-time existence.
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Let f : M → R be a Morse function on a smooth closed surface, V be a connected component
of some critical level of f , and EV be its atom. Let also S(f) be a stabilizer of the function f
under the right action of the group of diffeomorphisms Diff(M) on the space of smooth functions
on M, and SV (f) = {h ∈ S(f) |h(V ) = V }. The group SV (f) acts on the set π0∂EV of connected
components of the boundary of EV . Therefore we have a homomorphism φ : S(f) → Aut(π0∂EV ).
Let also G = φ(S(f)) be the image of S(f) in Aut(π0∂EV ).

Suppose that the inclusion ∂EV ⊂ M \ V induces a bijection π0∂EV → π0(M \ V ). Let H
be a subgroup of G. We present a sufficient condition for existence of a section s : H → SV (f)
of the homomorphism φ, so, the action of H on ∂EV lifts to the H-action on M by f -preserving
diffeomorphisms of M , [4] .

Group actions having similar «combinatorial» properties on surfaces are studied by Bolsinov
and Fomenko [1], Brailov [3], Brailov and Kudryavtseva [2], Kudryavtseva [7], Maksymenko [8],
Kudryavtseva and Fomenko [5, 6].

This result holds for a larger class of smooth functions f : M → R having the following property:
for each critical point z of f the germ of f at z is smoothly equivalent to a homogeneous polynomial
R2 → R without multiple linear factors.
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We present a new generalized operator approach to quantization of the quasi-stationary (scatter-
ing, resonance) states of relativistic bispinor Dirac equation and their using in problems of computing
special (radiation, autoionization, collision widths)matric elements for a few classes of non-stationary
and collision tasks. Earlier we have developed an naive operator approach to quantization of the
quasi-stationary (scattering, resonant) for Dirac equations in a class of non-stationary tasks. New
algorithm has been developed and based on the gauge-invariant QED perturbation theory with
the gauge-invariant zeroth approximation, relativistic energy approach (S-matrix Gell-Mann and
Low adiabatic formalism) and mapped Fourier grid technique [1]-[4]. We make more advanced an
computational block of an approach to take into account the many-body correlations (are corre-
sponding to a few classes of the polarization, screnning diagrams, continuum pressure, mass operator
self-iterations etc) in the quantum systems.

It is quatitatively analyzed a contribution into the cited matrix elements of the high-lying Ryd-
berg, autionization, resonant states in spectrum of the energy eigen-values of the total Hamiltonian
[2]. The generalized Grant theorem is proved, stating the non-zeroth contribution of the fourth
order QED perturbation theory into imaginary part of the energy shift due to the polarization,
screening effects, if the many-body Dirac hamiltonian eigen functions are used. This contribution
describes collective effects and it is dependent upon the photon propagator gauge (the gauge non-
invariant contributions). It is also presented proof of the generalized theorem regarding limiting the
asymptotic behaviour of the collision cross-section at infinite energy for systems, described by the
Dirac equation.
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Developing quantitative basis of a chaos geometry, we present combined advanced technique to
treating a deterministic chaos in the complex dynamical systems. In particular, the technique in-
cludes a number of the methods and algorythms such as predictiory trajectories algorythm, stochas-
tic Green’s functions method, multi-fractal geometry methods,incl. the fractal Green’s functions
method, advanced averaged mutual information scheme, correlation integral analysis, false nearest
neighbor algorithm, Lyapunov exponent’s analysis with computing the Kolmogorov entropy and
predictability limit, advanced surrogate data method etc [1]. The chaos-geometrical approach
is designed for analyzing the space-temporary data series in modelling interactions in a complex
dynamical system of any mathematical or physical nature [2] and formal search of characteris-
tic features of chaotic behaviour of the system. The predictiory trajectories algorythm, stochastic
Green’s functions and optimal propagators methods provide an effective basis for high-qualitative
forecasting evolution of the low- and even high-attractors dynamical systems [3].

As the concrete example, we present the results of numerical studying connection between chaotic
classical motion and quantum and overlap statistics. The special case of the system with compact
phase space and nonstandard momentum dependence of the classical Hamiltonian is examined.
Application of the technique to studying chaotic and hyperchaotic behavior of atomic system in the
crossed electromagnetic fields [4] and laser and spin-generator systems is presented. The topological
and dynamical invariants of the system are computed.
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Let En be n-dimensional Euclidean space (real or complex) and 〈∗, ∗〉 be an inner product in
En, conv A be a convex hull of some subset A of En . Consider the multivalued mappings (including
single-valued and discontinuous mappings) of subsets of Euclidean space.

Let X and Y be some topological spaces. The mapping F : X → Y is called a multivalued
mapping if the set F (x) ⊂ Y is the image of the point x ∈ X.

Let F1, F2 : X → Y be two multivalued mappings. The mapping F2 is the restriction of F1 if
F1(x) ⊃ F2(x) for all points x ∈ X.

Definition 1. The mapping F satisfies ”an acute angle condition” at the set A if X = Y and
Re 〈x, y〉 ≥ 0 for all pairs of points x ∈ A, y ∈ F (x).

Theorem 1. Let D be a domain in Euclidean space En containing the origin 0. Let K ⊂ D be a
subset of the closure of this domain and K has the following property (α): any ray, emanating from
the origin, contains at least one point belonging to K. Suppose that the restriction of the multivalued
mapping F : D → En to K satisfies “the acute angle condition" and conv F (K) is a compact set.
If conv F (K) ⊂ F (D) then 0 ∈ F (D).

Let G = Id−F be a multivalued mapping G : X → X such that the set G(x) = {x−y|y ∈ F (x)}
is the image of the point x ∈ X.

Corollary 1. Let K ⊂ D be a subset of the domain D and K satisfies the property (α). Suppose
that the restriction G1 of the multivalued mapping G = Id− F : D → En to K satisfies “the acute
angle condition" and conv G1(K) is a compact set. If conv G1(K) ⊂ G(D) then the mapping F
has the fixed point x ∈ F (x).

Definition 2. The mapping F satisfies ”a strict acute angle condition” at the set A if X = Y
and Re 〈x, y〉 > 0 for all pairs of points x ∈ A, y ∈ F (x).

Theorem 2. Let D be a domain in Euclidean space En containing the origin 0. Let K ⊂ D be
a subset of the closure of this domain and K satisfies the property (α). Suppose that the restriction
of the multivalued mapping F : D → En to K satisfies “the strict acute angle condition". If
conv F (K) ⊂ F (D) then 0 ∈ F (D).

Corollary 2. Let K ⊂ D be a subset of the domain D and K satisfies the property (α). Suppose
that the restriction G1 of the multivalued mapping G = Id− F : D → En to K satisfies “the strict
acute angle condition". If conv G1(K) ⊂ G(D) then the mapping F has the fixed point x ∈ F (x).
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In this talk we give a survey of applications of Möbius invariants of conformal and projective
geometries to analysis of various shapes ( [1], [2], [3], [5]). We’ll consider a connected and simply
connected domain D ⊂CP1 with smooth boundary γ = ∂D. Sharon E. and Mumford D. ([5])
suggested the following scheme to study shapes of the curve γ.

Due to the Riemann theorem there are conformal mappings φi : D→D and φo : Dc → Dc of the
inner and outer parts of D on the inner and outer part of the unit disk D. Restriction of φ0 ◦φ−1

i on
the unit circle gives us a diffeomorphism ψ : S1 → S1 which is defined up to PSL2 (R)× PSL2 (R)-
action on the group of diffeomorphisms Diff

(
S1

)
: ψ 7→ A ◦ ψ ◦B−1.

In paper ([5]) some additional conditions on φ0 were imposed which lead to the right action of
PSL2 (R) and give the remakable homogeneous space Diff

(
S1

)
/PSL2 (R).

In paper ([2]) these conditions we revised in such a way that they gives another spaces
SO (2) \Diff(S1)/PSL2 (R) and PSL2 (R) \Diff(S1)/PSL2 (R).

The situation becomes to be much more rigid if we consider domains D ⊂CP1 equipped with
some geometrical object, say set of points, curves, functions etc. We call such domains decorated.

Applying the Riemann theorem we arrive at a classification problem of the same type objects
on the Lobachevsky plane with respect to Lie group isometries PSL2 (R).

In both these cases we use differential invariants to describe the corresponding orbit spaces.
Remark that the actions of the above Lie groups on the corresponding jet bundles are algebraic

and it allows us to use the Lie-Tresse theorem ([4]) to describe the field of rational differential
invariants. These fields separate regular orbits in jet bundles and we use them to get the classification
of the corresponding geometrical objects.

We discuss shape spaces and related to them different types of fingerprints. In all cases we give
complete description of fields of rational differential invariants and show their relations to the Hill
equations and projective structures on the projective line PR1.

For the cases of regular orbits these invariants are used to get smooth classification of fingerprints.
For decorated domains we analyze three types of geometrical objects: functions, differential

1-forms and foliations. For all these cases the fields of Möbius invariants are found and used to get
smooth classification of corresponding objects.
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A real tree (R-tree) is a geodesic metric space X satisfying the condition: for every x, y, z ∈ X,
there exists u ∈ X such that the intersection of the geodesic segments [z, x] and [z, y] is [z, u] and
also u ∈ [x, y].

In the paper [4], the authors considered the hyperspaces and the spaces of probability measures
on rooted R-trees. It turned out that the obtained spaces are also R-trees. Actually, the construc-
tions of hyperspace and space of probability measures determine functors in a suitable category of
R-trees.

In this talk, we also consider the functor of upper semicontinuous capacities ([3]; see also [2]) in
the category of rooted R-trees.

Another aim of the talk is to demonstrate that these functors are the functorial parts of monads
(see, e.g., [1]) in the categories of R-trees.
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In a series of papers W. Kaplan, e.g. [1], [2], studied non-singular foliations F without closed
leaves on R2. He proved that for every such foliation F the plane can be decomposed into at most
countable family of open strips R×(−1, 1) with at most countably many boundary intervals foliated
by parallel lines R× t and glued along those intervals.

In [3] the authors considered a class of surfaces Σ glued from open strips in a similar way. The
foliations on strips give a foliation F on Σ. Let H(F ) be the group of homeomorphisms h : Σ→ Σ
such that for each leaf ω of F its image h(ω) is also a leaf of F . Endow H(F ) with the compact open
topology and let H0(F ) be the path component of H(F ) containing the identity homeomorphism
idΣ.

Theorem. [3] The group H0(F ) is contractible.

Thus the homotopy type of H(F ) is determined by quotient group π0H(F ) = H(F )/H0(F ).
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In this work showed that some subfunctors the functor of the superextension λ prezerve the
cardinality of k - networks of infinite T1 - spaces.

A system ξ = {Fα : α ∈ A} of closed subsets of a space X is called linked if any two elements
from ξ intersect. Any linked system can be complemented to a maximal linked system (MLS), but
this complement is, a rule, not unique [1].

Proposition 1 [1]. A linked system ξ of a space X is a MLS iff it possesses the following
completeness property: if a closed set A ⊂ X intersects with any element form ξ, then A ∈ ξ.

Denote by λX the set of all MLS of the space X. For a closed set A ⊂ X, put A+ =
{ξ ∈ λX : A ∈ ξ}.

For an open set U ⊂ X, set O (U) = {ξ ∈ λX : there is an F ∈ ξ such that F ⊂ U}.
The family of subsets in the form of O (U) covers the set λX (O (X) = λX), that’s why it forms

an open subbase of the topology on λX. The set λX equipped with this topology is called the
superextension of X.

Theorem 1 [2]. Let X be an infinite T 1-space. O 〈V1, V2, . . ., Vk〉 ⊂ O 〈U1, U2, . . ., Un〉 iff
k⋃
i=1

Vi ⊂
n⋃
j=1

Uj and for each j ∈ {1, 2, ..., n} there exists i ∈ {1, 2, ..., k} such that Vi ⊂ Uj .

Let µ be a maximal linked system of a infinite T1 - space X. The MLS µ will be said a thin
maximal linked system if µ contains at least one finite element. We denote a thin maximal linked
system µ by a TMLS.

We call an λ - thin kernel of a topological space X the space λ∗X = {µ ∈ λX : µ is TMLS}.
Definition 1. Let P be a family of subsets of a space X and τ (X) is the topology on X. P is

called a k - network if whenever K is a compact subset of X and K ⊂ U ∈ τ (X), there is a finite
subfamily P ′ ⊂ P such that K ⊂

⋃
P

′ ⊂ U [3].
Theorem 2. Suppose that topological space X have k-network of cardinality τ ≥ ℵ0, then the

space λ∗X has a k-network of cardinality ≥ τ .
Let µ be a maximal linked system of a infinite T1 - space X. The MLS µ will be said a thin

maximal linked system if µ contains at least one compact element. We denote a compact maximal
linked system µ by a CMLS.

We call an λ - compact kernel of a topological space X the space λcX =
{µ ∈ λX : µ is CMLS}.

Theorem 3. Suppose that topological space X have k-network of cardinality τ ≥ ℵ0, then the
space λcX has a k-network of cardinality ≥ τ .

Corollary 1. Functors λ∗, λc preserve k-network of infinite T1 - spaces.
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The duality between E8 × E8 heteritic string on manifold K3 × T 2 and Type IIA string com-
pactified on a Calabi-Yau manifold induces a correspondence between vector bundles on K3 × T 2

and Calabi-Yau manifolds [1]. Vector bundles over compact base space K3 × T 2 form the set of
isomorphism classes, which is a semi-ring under the operation of Whitney sum and tensor product
[2]. The construction of semi-ring V ect X of isomorphism classes of complex vector bundles over X
leads to the ring KX = K(V ect X), called Grothendieck group [3]. As K3 has no isometries and
no non-trivial one-cycles, so vector bundle winding modes arise from the T 2 compactification. Since
we have focused on supergravity in d = 11, there exist solutions in d = 10 for which space-time
is Minkowski space and extra dimensions are K3 × T 2. The complete set of soliton solutions of
supergravity theory is characterized by RR charges, identified by K-theory [4]. Toric presentation
of Calabi-Yau through Batyrev’s toric approximation enables us to connect transitions between
Calabi-Yau manifolds, classified by enhanced symmetry group, with K-theory classification.
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Let f : R2 → R be a continuous function. Let us designate by = the following conditions.
a) At each point x of the plane f is locally topologically equivalent to Re zn, n ∈ N, in the

neighbourhood of origin (if n = 1, then x is called a regular point; if n > 1, then x is a singular
point of f).

b) Number of all singular points of f is finite.
c) Consider the partition of R2 elements of which are connected components of level sets of f .

Let ΓK� R(f) be the quotient space of R2 with respect to this partition (it is called Kronrod-Reeb
space of f). Then the space ΓK� R(f) is Hausdorff.

It is known that if f satisfies = then its Kronrod-Reeb space is a topological graph with stalks,
see [1].

If a function f satisfies = and each level set of f contains no more than one singular point then
f is of general position.

In order to distinguish functions of this class up to topological equivalence we endow their
Kronrod-Reeb graphs with the additional structure which includes an orientation of their edges and
a partial order on their vertices induced by the direction of growth of the corresponding function.
Another element of this structure is a spin at the vertices of Kronrod-Reeb graph. Spin at a vertex
is a certain cycle of incident edges.

An additional structure on Kronrod-Reeb graph allows us to define notions of weighted and
weekly weightedKronrod-Reeb graphs and introduce corresponding equivalence relations.

In addition to the relation of topological equivalence we introduce more weak relation of oriented
foliated equivalenceof functions from the class we consider.

Theorem 1 (see [2]). Let f, g : R2 → R be a functions of general position satisfying=.
f and g are oriented foliated equivalent if and only if their weakly weighted Kronrod-Reeb graphs

are equivalent.
f and g are topologically equivalent if and only if their weighted Kronrod-Reeb graphs are equiv-

alent.

Theorem 2. Let G be a finite weakly weighted tree with stalks. There exists a functionf : R2 → R
of general position satisfying= such thatG is equivalent to weakly weighted Kronrod-Reeb graph of
f .
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Minimal generating systems and properties of alternating groups Syl2A2k and Syl2An
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The aim of this investigation is to research the structure of Sylow 2-subgroups of An and to
construct a minimal generating system for it. The authors of [1] didn’t proof minimality of finding
by them system of generators for such Sylow 2-subgroups of An and structure of it was not fully
investigated in [1, 2]. Case of Sylow subgroup where p = 2 is very special because group C2 o C2 o
C2 . . . o C2 admits odd permutations. Denote by X [k] regular binary rooted tree with k levels.

There was a mistake in a statement about irreducibility that system of k + 1 elements for
Syl2(A2k) which was in abstract [3] in 2015 year.

Theorem 1. A maximal 2-subgroup Gk in AutX [k], that acts by even permutation on X [k] has
structure of inner semidirect product Gk ' (S2 o S2... o S2︸ ︷︷ ︸

k−1

)n (C2 × ...× C2︸ ︷︷ ︸
2k−1−1

) and isomorphic to A2k .

In accordance with Legender’s formula, the power of 2 in 2k! is 2k−1
2−1 . We need to subtract 1

from it because we have only n!
2 . |Gk| = |S2 o ... o S2︸ ︷︷ ︸

k−1

| · |C2 × ...× C2︸ ︷︷ ︸
2k−1−1

| = |Syl2A2k | = 22
k−2.

Statement 1. A quotient group Gk/
G2

kG
′
k

is isomorphic to C2 × C2 × ...× C2︸ ︷︷ ︸
k

.

Also it was deduced that derived length of Syl2Ak
2 is not always equal to k as it was said in

Lemma 3 of [1] because in case A2k if k = 2 its Syl2A4 ' K4 but K4 is abelian group so its derived
length is 1.

Theorem 2. A minimal generating system of Sylow 2-subgroups of alternating group A2k consists
of k elements.

There are function of Morse [4] f : D2 → R and correspondent to it a graph of Kronrod-Reeb
[5] which obtained by contraction every set’s component of level of f−1(c) in point. Group of
automorphism of this graph is isomorphic to Syl2S2k where k = 2 in general case we have regular
binary rooted tree for arbitrary k ∈ N.
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The paper goes on our work on carrying out an effective procedure of quantization of quasi-
stationary states of the relativistic bispinor equations. Here we examine the quantization of quasi-
stationary states of the Dirac-Fock equation [1] with ab initio effective non-singular potential and
developing a new scheme to computing energy and spectral characteristics of the resonances in spec-
tra of heavy finite Fermi-systems, includinbg high-lying states, autoionization, Rydberg resonances.
The new approach is based on the relativistic many-body perturbation theory with local Dirac-
Fock zeroth approximation combined with the generalized relativistic energy approach (Gell-Mann
and Low S-matrix formalism) [2] and applied to quantitative studying spectra of heavy few-body
systems such as the He-, Be-like multicharged ions.

As usually, the relativistic wave function zeroth basis is calculated from the Dirac-Fock "local"
equation with a potential, which includes non-singular electric potential plus exact Fock exchanege
functional [3]). All correlation corrections of the second order and dominated classes of the higher
orders diagrams (electrons screening, particle-hole interaction, mass operator iterations, continuum
pressure etc) are taken into account.

It has been proven a generalized minmax theorem establishing a link between the relativistic
many-body perturbation theory zeroth-approximation orbital basis quality and value of the gauge
non-invariant contribution to autoionization resonance width. Some applications of new approach
are presented [4], in particular, energies for the low-lying, Rydberg and autoionization states in
spectra of the He-,Be-like multicharged ions, and numerical estimates of the different contributions
of the relativistic and exchange-correlation corrections.
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Definition. We shall say that a family of sets J = {Eα} will assign the shade tangent to a
manifold M in the point x ∈M , if each straight line, tangent to variety M in the point x ∈M\∪

α
Fα,

has a nonempty intersection with some set Fα from family J.
Problem. Find the minimal number of balls, which two by two are not crossed, with the

centre on sphere S2 ⊂ R3, which will provide the shade tangent to the sphere S2 in each point
x ∈ S2\∪

α
Fα.

For reception of the estimation necessary minimal number overhand we will use next easy
checked statement for plane.

Theorem. There exists the family from 14 open (closed) balls, which two by two are not
crossed, with the centre on a sphere S2 ⊂ R3, which will provide the shade tangent to the sphere

S2 in each point x ∈ S2\
14
∪
i=1

Fi.

The Opened questions. 1) What minimal number of balls solves the problem 2?
2) What minimal number of balls with the same radius solves the problem 2?
3) What is minimal family of balls J = {Bi}, i = 1, 2, . . . ,m, which two by two are not crossed,

with the centre on a sphere S2 ⊂ R3, will provide that each straight line getting through the

arbitrary point x ∈ B3\
m
∪
i=1

Bi, where B3 be the closed ball bounded by the sphere S2, will cross

at least one of chosen balls?
Remark 2. From lemma follows that in Euclidean plane, for solution of the problem 3 it is

necessary and enough three balls.
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Розглянемо сiмейство паралельних поверхонь S̃, якi заданi рiвнянням r̃ = r + hn, де
r = r(x1, x2)− деяка базова регулярна поверхня S класу C3, а n− орт нормалi цiєї поверхнi.
Припустимо, що поверхня S пiддана нескiнченно малiй деформацiї S∗ з полем змiщення U :

r∗(x1, x2, t) = r(x1, x2) + tU(x1, x2).

При цiй деформацiї паралельнi поверхнi теж деформуються:

r̃∗ = r∗ + hn = r + tU + hn = r + hn+ tU = r̃ + tU.

В данiй роботi виводяться закони змiнювання геометричних величин паралельної поверхнi.
Передусiм визначенi формули, що виражають залежнiсть величин поверхонь S та S∗:

g∗ij = gij + t(riUj + rjUi) +O(t2) = gij + t2εij +O(t2), g∗ = g + 2tggijεij +O(t2),

де 2εij− варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної форми поверхнi S, g = g11g22 − g212.

Коефiцiєнти першої квадратичної форми поверхнi S̃∗ та їх дискримiнант мають вигляд:

g̃∗ij = g̃ij + t2εij + h(niUj + njUi) +O(t2) = g̃ij + t(2εij + hσij) +O(t2) = g̃ij + t2ε̃ij +O(t2),

g̃∗ = g̃ + 2tg̃g̃ij ε̃ij +O(t2),

де 2ε̃ij = 2εij + hσij− варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної форми здеформованої
паралельної поверхнi, а σij = niUj + njUi.

Для g̃∗ знайдено також представлення через дискримiнант поверхнi S:

g̃∗ = gw2 + 2tg[gijεij(1 + 3h2K − 4hH) + 2h2Kdijεij(H − hK)].

Звiдси випливає, що при нескiнченно малому згинаннi поверхнi S, коли εij = 0, паралельнi
поверхнi S̃ допускають ареальнi нескiнченно малi деформацiї.

Також знайденi вирази елементiв матрицi оберненої до матрицi g̃ij :

g̃ij =
1

w2
(gij − 2hKdij + h2ciαcjβυαβ).

В роботi доведено, що дискримiнантнi тензори поверхнi S̃ виражаються через дискримiнантнi
тензори поверхнi S:

c̃ij = cijw, c̃
ij = cij

1

w
, w = 1− 2hK + h2K.

На паралельних поверхнях ми розглядаємо лише неособливi точки, коли w 6= 0. В роботi [1]
проводиться класифiкацiя усiх особливих точок паралельної поверхнi.
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Явний вигляд поля змiщення А-деформацiї катеноїда

Л. Л. Безкоровайна, Ю. С. Хомич

Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова, Одеса, Україна

E-mail address: liliyabezk@gmail.com, khomych.yuliia@gmail.com

Нехай поверхня катеноїда задана векторно-параметричним рiвнянням

r =
{
chx1 cosx2, chx1 sinx2, x1

}
.

Розглянемо ареальну нескiнченно малу деформацiю катеноїда з полем змiщення U(x1, x2)

r∗(x1, x2, t) = r(x1, x2) + tU(x1, x2).

Припустимо, що на А-деформацiю накладена умова: вiдхилення точки катеноїда вiд дотичної
площини залишається стацiонарним у будь-якому напрямi.

Доведена

Теорема 1. Поверхня катеноїда допускає нетривiальну ареальну нескiнченно малу
деформацiю, при якiй вiдхилення вiд дотичної площини зберiгається у будь-якому напрямi,
з полем змiщення

U =
{(

(cx1 + c0)chx
1 − cshx1

)
sinx2;−

(
(cx1 + c0)chx

1 − cshx1
)
cosx2;−cx2

}
+ C, (1)

де c, c0−довiльнi сталi, c 6= 0, а C− сталий вектор. При цiй деформацiї у головному не
змiнюються гаусова та середня кривини катеноїда.

Для того, щоб явно виразити деформуюче поле U катеноїда, ми спочатку припустимо,
що частиннi похiднi U i представленi у виглядi лiнiйної комбiнацiї базисних векторiв ri, n, де
ri =

∂r
∂xi

, n− орт нормалi поверхнi

Ui = ciαT
αβrβ + ciαT

αn. (2)

Симетричний тензор Tαβ ∈ C2 i контраварiантний вектор Tα ∈ C2 задовольняють наступну
систему рiвнянь, яка є умовою iнтегрованостi (2)

Tαβ,α − Tαbβα = 0,

ciαT
αβbβj + ciαT

α
,j = 0,

cαβT
αβ = 0,

(3)

де cαβ− дискримiнантний тензор поверхнi, bij− коефiцiєнти другої квадратичної форми.
Для поверхнi катеноїда знайдено розв’язок системи рiвнянь (3), а саме компоненти тензорiв

деформацiї Tαβ, Tα

T 11 =
c− (cx1 + c0)thx

1

ch2x1
, T 12 = 0, T 22 =

−(cx1 + c0)thx
1

ch2x1
, T 1 =

cx1 + c0
ch2x1

, T 2 = 0, (4)

де c, c0− довiльнi сталi, c 6= 0.
Пiсля внесення виразiв Tαβ, Tα з (4) в систему рiвнянь (2) вона набуває вигляду{

U1 =
(
−(cx1 + c0)thx

1
)
r2,

U2 =
(
(cx1 + c0)thx

1 − c
)
r1 − (cx1 + c0)n.

(5)

Оскiльки здобутий розв’язок (4) задовольняє (3), то система рiвнянь (5) є цiлком iнтегрованою.
Розв’язок цiєї системи (5) нами представлений у явному виглядi (1).

Незважаючи на те, що варiацiї гаусової та середньої кривин дорiвнюють нулю, ареальна
деформацiя катеноїда зi стацiонарним вiдхиленням вiд дотичної площини у будь-якому
напрямi є нетривiальною, оскiльки варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної форми не
дорiвнюють нулю.
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A−деформацiї другого порядку, при яких сiтка лiнiй 2-стацiонарної довжини
збiгається з сiткою асимптотичних лiнiй

С. О. Бура, Л. Л. Безкоровайна
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Нехай r = r(x1, x2)− векторно-параметричне рiвняння поверхнi S ∈ C3 у тривимiрному
евклiдовому просторi. Розглянемо нескiнченно малу ареальну деформацiю (А-деформацiю)
другого порядку цiєї поверхнi з векторами змiщення U(x1, x2), V (x1, x2):

r∗
(
x1, x2, t

)
= r

(
x1, x2

)
+ tU

(
x1, x2

)
+ t2V

(
x1, x2

)
.

Розкладемо частиннi похiднi векторiв U , V по базису ri, n, i = 1, 2:

U i = ciαT
αβrβ + ciαT

αn,

V i = ciα

(
Pαβ + νcαβ

)
rβ + ciαP

αn,

де Tαβ , Pαβ− поля деяких двiчi контраварiантних тензорiв класу C2, Tα, Pα− поля
контраварiантних векторiв на S класу C2, ν ∈ C2− деяка функцiя. При деформацiї перша
квадратична форма поверхнi S змiнюється:

I∗ = I + tδI + t2δ2I +O(t3) = ds2 + t2εαβdx
αdxβ + t24µαβdx

αdxβ +O(t3).

Означення. Геометричну величину поверхнi будемо називати 2-стацiонарною при
нескiнченно малiй деформацiї другого порядку, якщо її друга варiацiя дорiвнює нулю.

Припустимо, що δ2I = 0. Рiвняння µαβdxαdxβ = 0 являє собою диференцiальне рiвняння
вiдносно dx1 : dx2, яке в загальному виглядi визначає два однопараметричних сiмейства лiнiй
на поверхнi (при µ212 − µ11µ22 > 0). В данiй роботi дослiджувалась задача про iснування А-
деформацiї другого порядку, при яких сiтка лiнiй 2-стацiонарної довжини збiгається з сiткою
асимптотичних лiнiй. Ця задача звелася до системи рiвнянь:

Pαβ,α − Pαbβα + ν,αc
αβ = 0, Pαβ (cjαaiβ + ciαajβ)− 2aijν − 4bijλ = −2Aij ,

Pαβbαβ + Pα,α = 0, −4ν + L = 0,
(1)

де 2Aij = ciαcjγ
(
aµβT

αβT γµ + TαT γ
)
, L = aαγ

(
aβµT

αβT γµ + TαT γ
)
− 4ε

a .
Правi частини цiєї системи рiвнянь виражаються виключно через тензори Tαβ , Tα.

Цi тензори будемо вважати вiдомими, оскiльки вони є розв’язками основної системи
рiвнянь A−деформацiї першого порядку. Система рiвнянь (1) являє собою систему семи
диференцiальних рiвнянь вiдносно семи невiдомих функцiй: Pαβ , Pα, ν, λ. В роботi доведено,
що довiльна регулярна поверхня класу C3 (K 6= 0, H 6= 0) допускає A−деформацiї другого
порядку, при яких сiтка лiнiй 2-стацiонарної довжини збiгається з сiткою асимптотичних лiнiй.
При цьому тензорнi поля P ij , P i i функцiї ν, λ у явному виглядi виражаються через T ij , T i:

P ij =
K

2H
(dαicjβ + dαjciβ)Aαβ −

aij

2H
Pα,α +

(k2 − k1)
2H

cijν;

P i = Pαβ,α d
i
β + ν,αc

αβdiβ; ν =
1

4
L; λ = − 1

2H
ν +

1

4H
aαβAαβ.
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Теорема 1.

1. Якщо X — зв’язний скiнченний топологiчний простiр з числом точок ≤ 3, то вiн
слабко гомотопiчно еквiвалентний точцi.

2. Iснує єдиний зв’язний нестягуваний чотирьохточковий топологiчний простiр, i вiн є
слабко гомотопiчно еквiвалентним колу.

3. Кожен зв’язний скiнченний граф, що має k циклiв, слабко гомотопiчно еквiвалентний
скiнченному топологiчному простору з k + 3 точок.

Нехай X — скiнченний топологiчний простiр з топологiєю τ . Розглянемо сiм’ю множин
τ∗ = {X \ U : U ∈ τ}. Оскiльки X — скiнченний, то легко перевiрити, що τ∗ є топологiєю
на X, яку називатимемо двоїстою, а пару (X, τ∗) – двоїстим топологiчним простором i
позначатимемо X∗.

Теорема 2.

1. Тотожне вiдображення id : X → X iндукує бiєкцiю мiж компонентами зв’язностi
просторiв X та X∗. Зокрема, X — зв’язний тодi i лише тодi, коли X∗ — зв’язний.

2. Простiр X є T0-простором тодi i лише тодi, коли X∗ — T0-простiр.

3. (τ∗)∗ = τ , а тому (X, τ) є двоїстим до (X, τ∗).
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Топологiчно нееквiвалентнi функцiї з трьома iзольованими критичними точками
на межi орiєнтованої поверхнi
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На замкненiй зв’язнiй поверхнi, крiм сфери, функцiя з мiнiмальним числом критичних
точок (оптимальна функцiя) буде мати три таких точки. Аналогiчно, для компактних зв’язних
поверхонь з межею, крiм двовимiрного диска, оптимальна функцiя має три критичнi точки.
З цих трьох точок одна є мiнiмумом, одна - максимумом, а третю будемо називати сiдловою.

Теорема. Для гладкої функцiї, заданої на поверхнi M з межею ∂M , для якої p0 ∈ ∂M
є iзольованою сiдловою критичною точкою як функцiї f , так i її обмеження на межу f |∂M ,
можна знайти локальне представлення у виглядi:

f(x, y) = Re(x+ iy)n, y ≥ 0 (1)

для деякого натурального n.
Для отримання глобальної топологiчної класифiкацiї ми використовуємо хордовi дiаграми.

Функцiя на орiєнтованiй поверхнi роду g задається хордовою дiаграмою з 2g + 1 хордами, у
якої 2g хорд не орiєнтованi, а одна орiєнтована. За хордовою дiаграмою, поверхню, i функцiю
на нiй, задаємо склеївши на двовимiрному диску пари дуг, що є околами кiнцiв неорiєнтованих
хорд на одиничному колi. Критична точка вiдповiдає початку орiєнтованої хорди, а iнша точка
критичного рiвня, що лежить на межi поверхнi вiдповiдає кiнцю орiєнтованої хорди.

В результатi, ми отримали, що на торi з дiркою iснує одна (з точнiстю до топологiчної
i пошарової еквiвалентностi) функцiя з трьома критичними точками, на поверхнi роду 2 з
дiркою - 5 пошарово нееквiвалентнi та 8 топологiчно нееквiвалентних функцiй, а на поверхнi
роду 3 з дiркою - 94 пошарово нееквiвалентних та 182 топологiчно нееквiвалентних функцiй.

Зауважимо, що для замкнених орiєнтованих поверхонь роду 1, 2, 3 маємо 1 (1), 3 (4), 16
(25) пошарово (топологiчно) не еквiвалентних функцiй, вiдповiдно.
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Дослiдження груп, всi 3-максимальнi пiдгрупи яких є групами Мiлера-Морено
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Дослiдження груп, всi 3-максимальнi пiдгрупи яких є групами Мiлера-Морено, вiдноситься
до класу задач теорiї груп, якi вивчають групи методом введення обмежень на певнi системи
їх пiдгруп.[1]

p-група - це група, всi елементи якої мають порядок, який дорiвнює деякому степеню
простого числа p.

Група Мiллера-Морено - це неабелева група, всi власнi пiдгрупи якої є абелевими.
Пiдгрупою Фраттiнi певної групи називається перетин всiх максимальних пiдгруп даної

групи, якщо такi є, або сама група у супротивному випадку.[2]
Скiнченнi примарнi групи, всi 3-максимальнi пiдгрупи яких є групами Мiлера-Морено,

знаходяться серед скiнченних р-груп, всi 4-максимальнi пiдгрупи яких є абелевими. Групи
класу, що дослiджується, мають наступнi властивостi:

1) при простому р >3 вони є регулярними;
2) вони мають не бiльше чотирьох твiрникiв,
3) вони мають абелевий нижнiй шар;
4) їх пiдгрупа Фраттiнi є групою Мiллера- Морено, або абелевою.
При дослiдженнi видiлено декiлька конкретних типiв груп даного класу, з них вилученi

iзоморфнi групи. При цьому суттєво використовувалося розв’язання системи конгруенцiй за
простим модулем.

Властивостi стандартних пiдгруп довiльної групи в значнiй мiрi визначають як властивостi
самої групи, так i її будову. Чим бiльшим є порядок центру скiнченої групи фiксованого
порядку r, тим меншого порядку неабелевi пiдгрупи вона мiстить.

Дослiджено деякi властивостi iдемпотентних скiнченних непримарних груп, другий
комутант яких знаходиться у центрi, зокрема стосовно будови їх максимальних пiдгруп та
Силовських пiдгруп. Для примарних груп цього класу отримано будову комутанту та пiдгрупу
Фраттiнi, описано декiлька типiв пiдгруп з двома та трьома твiрниками та виключено з них
iзоморфнi групи. Цi типи вiдносяться до класу пiдгруп, всi 3-максимальнi пiдгрупи яких є
абелевими.

Вивчення примарних груп має велике значення для теорiї груп. Зокрема, воно дозволяє
спростити описання одного з основних класiв груп, а саме скiнченних простих груп.
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Розглянемо мiнiмальний клас груп g = {G}, що задовiльняє такi умови:

1. 1 ∈ g.

2. Якщо A,B ∈ g, то A×B ∈ g.

3. Якщо A ∈ g, то A o Z2 ∈ g.

Группи з класу g виникають як групи автоморфiзмiв графiв Кронрода-Рiба простих
функцiй Морса на 2-диску, [5].

З теореми Жордана [1] випливає, що для кожної групи G ∈ g iснує скiнченне дерево TG

таке, що G ∼= Aut(TG). Зв’язок мiж числом елементiв групи автоморфiзмiв дерева та числом
ребер вивчався в багатьох роботах, див.напр.[2]-[4] та посиланнях в цих статтях. Нехай E(TG)
- мiнiмальне число ребер серед усiх графiв з Aut(T ) = G. Мета роботи: дослiдити залежнiсть
мiж порядком групи G та числом E(TG).

Приклад 1. Нехай G = Z2 × Z2 × . . .× Z2︸ ︷︷ ︸
n

, тодi |G| = 2n i E(TG) = 3n− 1 = 3 log2 |G| − 1 .

Приклад 2. Нехай G = (Z2 o Z2) o Z2 . . .) o Z2︸ ︷︷ ︸
n

, тодi |G| = 22
n−1, E(TG) = 2n+1 − 2 = 2log2|G|.

Приклад 3. Нехай G = (

m︷ ︸︸ ︷
Z2 o Z2 o . . . o Z2)× (

m︷ ︸︸ ︷
Z2 o Z2 o . . . o Z2)× . . .× (

m︷ ︸︸ ︷
Z2 o Z2 o . . . o Z2)︸ ︷︷ ︸

n

, тодi

|G| = (2m − 1)n i E(TG) = 2m+1 − n− 1.

Приклад 4. Нехай G = (((Z2 × Z2 × . . .× Z2)︸ ︷︷ ︸
m

) oZ2) o Z2) . . . o Z2︸ ︷︷ ︸
n

, тодi |G| = (22
m−1)n i E(TG) =

2m+1 − n− 1 .

Теорема 1. Нехай A - довiльна група iз g, тодi E(TAoZ2) 6 2E(TA) + 2.

Теорема 2. Якщо групи A,B ∈ g, |A| 6 |B|, то E(TA×B) 6 E(TA) + E(TB) +
l(l−1)

2 + 3, де l -
найменше натуральне число, що в графi TB не iснує вершини степеня, рiвного цьому числу.

Також отриманi оцiнки значення E(TG) для всiх груп з класу g до 29 порядку включно.
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Потоки на двовимiрному диску з однiєю нерухомою точкою на межi
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Ми розглядаємо потоки на двовимiрному диску D, у якому є єдина нерухома точка,
що лежить на межi. Нашою метою є знаходження умов топологiчної еквiвалентностi
таких потокiв та обчислення числа топологiчно не еквiвалентних потокiв з заданим числом
сепаратрис.

Зафiксуємо орiєнтацiю диску D так, що вона породжує орiєнтацiю на межi, яка задається
напрямком руху по граничнiй траєкторiї. Оскiльки сепаратриси починаються i закiнчуються
в нерухомiй точцi, то вони утворюють набiр петель на D. Для кожного потоку побудуємо граф
G, який буде зображати розташування i напрямки сепаратрис. Для цього в кожнiй областi,
на якi сепаратриси розбивають двовимiрний диск D, виберемо по однiй вершинi графа G.
Через середину кожної сепаратриси проведемо ребро графа G, що з’єднує вершини iз сусiднiх
областей. Через граничну сепаратрису проведемо ребро, що починається в "зовнiшнiй"
областi. На кожному ребрi графа G виберемо орiєнтацiю так, що вона разом з орiєнтацiєю
вiдповiдної сепаратриси, заданою напрямком руху за сепаратрисою, породжує зафiксовану
орiєнтацiю диску D. Оскiльки двовимiрний диск D є однозв’язним, то i граф G буде
однозв’язним, тобто деревом.

Теорема 1. Граф G має такi властивостi:
1) зафiксоване перше ребро i орiєнтацiя на ньому з точки валентностi 0;
2) якщо всi ребра сходяться в дану вершину, або всi iнцендентнi до неї ребра виходять

з неї, то така вершина називається правильною, при пiдрахунку числа графiв це число
множиться на добуток валентностей правильних вершин;

3) якщо в графi G ребра мають валентностi k1, k2, . . . , kn, то число ребер графа дорiвнює
L = k1+k2+...+kn

2 . Крiм того, (k1 + k2 + . . .+ kn)− n− L = −1.

За допомогою графа G обчислюється число топологiчно не еквiвалентних потокiв: для
однiє внутрiшьої сепаратриси iснує три потоки, для двох - 15 потокiв, для трьох - 91 потiк.
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Нехай Mg – замкнена гладка орiєнтовна поверхня роду g ≥ 1, а Cm
1;1(Mg) – клас гладких

функцiй на Mg (з трьома критичними значеннями), якi мають точно один локальний мiнiмум
(максимум), m локальних максимумiв (мiнiмумiв) та одну (в загальному випадку вироджену)
критичну точку типу сiдла (iндекс Пуанкаре якої становить 1 − n = 1 − m − 2g) — клас
«напiвмiнiмальних» функцiй на Mg. Функцiї f1 i f2 з класу Cm

1;1(Mg) називають топологiчно
еквiвалентними, якщо iснують гомеоморфiзми h : Mg → Mg i l : R1 → R1 (l зберiгає
орiєнтацiю), такi що f2 = l ◦ f1 ◦ h−1. Якщо h зберiгає орiєнтацiю, функцiї f1 i f2 називають
топологiчно спряженими або ж O-топологiчно еквiвалентними.

Твердження 1. Число d∗(n) O-топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Cm
1;1(M1)

можна обчислити за формулою

d∗(n) =
1

n

C4
n+1 +

∑
j|n;j∈{2,3,4}

φ(j) · ρ(n; nj )

 , (1)

де n = m+ 2, m ≥ 1, φ(q) – функцiя Ейлера, ρ(n; n2 ) =
1
2n(n− 2), ρ(n; n3 ) =

1
3n, ρ(n; n4 ) =

1
4n.

Лема 1. Число d∗∗(n) топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Cm
1;1(M1) можна

обчислити за допомогою спiввiдношення

2 · d∗∗(n)− d∗(n) =
{

1
2k(k + 1), n = 2k + 1
1
2(k − 1)(k + 2), n = 2k.

(2)

Твердження 2. Число d∗(n) O-топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Cm
1;1(M2)

можна обчислити за формулою

d∗(n) =
1

n

C6
n+1 ·

3n2 − n− 6

8
+

∑
j|n;j∈{2,3,4,5,6,8}

φ(j) · ρ(n; nj )

 , (3)

де n = m+ 4, m ≥ 1, ρ(n; n2 ) =
1
8n(n− 2), ρ(n; n5 ) =

3
5n, ρ(n; nj ) =

1
jn для j ∈ {3, 4, 6, 8}.

Лема 2. Число d∗∗(n) топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу Cm
1;1(M2) можна

обчислити за допомогою спiввiдношення

2 · d∗∗(n)− d∗(n) =
{

5C4
k+2 − C3

k+1, n = 2k + 1
5C4

k+1 + 3C3
k + 2C2

k−1, n = 2k.
(4)

Теорема 1. Нехай n = 2g +m, m ∈ N . Тодi при g →∞

d∗∗(n) ∼ d(n) = SH(n− 1;n− 2g)

4g
, (5)

де величина SH(p; q) («the Hultman number») може бути обчислена так, як це зроблено в [1]
(Theorem 4.1.).
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Псевдорiмановi простори Vn (n > 2) називають майже ейнштейновими, якщо в них
виконуються вимоги

Rij =
R

n
gij + UiUj ,

де Ui — за визначенням градiєнтний вектор, gij — метричний тензор Vn, Rij — тензор Рiччi
Vn, R — скалярна кривина [1], [2].

Майже ейнштейновi простори цiкавi своїм застосуванням в гiдромеханiцi та теорiї
вiдносностi, тому вивчення геометричних властивостей їх спецiальних класiв є актуальним
об‘єктом дослiджень.

Доведенi наступнi теореми

Теорема 1. Для того, щоб майже ейнштейнiв простiр Vn був Рiччi симетричним, необхiдно
и достатньо, щоб вектор Ui був коварiантно сталим.

Рiччi симетричними називають простори, в яких коварiантна похiдна тензора Рiччi
дорiвнює нулю.

Теорема 2. Майже ейнштейновi простори Vn , для яких

Rij, k +Rjk, i +Rki, j = 0,

являються Рiччi симетричними.

Теорема 3. Якщо в майже ейнштейнових просторах

Rij, k −Rik, j = 0,

то в них виконуються умови

Rij,k = MUiUjUk.

Тут M — деякий iнварiант, кома — знак коварiантної похiдної.

На паралельних поверхнях ми розглядаємо лише неособливi точки, коли w 6= 0. В роботi
[2] проводиться класифiкацiя усiх особливих точок паралельної поверхнi.
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Про графи Маркова та плоскi вкладення скiнченних дерев

С. О. Козеренко
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НехайX скiнченне дерево (тобто, скiнченний зв’язний ациклiчний граф), σ : V (X)→ V (X)
деяке вiдображення множини його вершин в себе. Графом Маркова Γ = Γ(X,σ) називається
орграф з множиною вершин V (Γ) = {ve : e ∈ E(X)} та множиною дуг A(Γ) = {(ve1 , ve2) :
u2, v2 ∈ [σ(u1), σ(v1)]X , ei = uivi, i = 1, 2} (тут через [a, b]X ми позначаємо множину вершин
єдиного найкоротшого ланцюга, який з’єднує вершини a i b в деревi X). Таким чином, вершини
графа Маркова Γ вiдповiдають ребрам дерева X та в Γ iснує дуга ve1 → ve2 , якщо ребро e1
“накриває” ребро e2 пiд дiєю вiдображення σ. Графи Маркова виникли при комбiнаторному
доведеннi вiдомої теореми Шарковського та її аналогiв для топологiчних дерев загального
вигляду (див. [1, 2]).

Вершина в деревi називається висячою, якщо її степiнь дорiвнює одиницi. Множина всiх ви-
сячих вершин дереваX позначається через L(X). Плоским вкладенням графа будемо називати
будь–яке його правильне вкладення в площину (тобто таке вкладення, при якому внутрiшно-
стi ребер графа не перетинаються). Легко бачити, що кожному плоскому вкладенню дерева X
вiдповiдає єдина (при фiксованiй орiєнтацiї площини) циклiчна перестановка множини його
висячих вершин L(X).

Приклад 1. Розглянемо дерево X з множиною вершин V (X) = {1, . . . , 6} та множиною
ребер E(X) = {12, 23, 34, 26, 35}. Тодi циклiчна перестановка σ = (1564) не вiдповiдає жодному
плоскому вкладенню дерева X.

Для кожної циклiчної перестановки σ множини висячих вершин L(X) дерева X визначимо
її продовження на всю множину вершин V (X) наступним чином: покладемо σ′ : V (X)→ V (X),
де σ′(x) = σ(x) для всiх x ∈ L(X) та σ′(x) = x для всiх x ∈ V (X)− L(X). Маємо таку нижню
оцiнку на кiлькiсть дуг в графi Маркова Γ(X,σ′).

Лема 1. Нехай X дерево з n ≥ 3 вершинами та l ≥ 2 висячими вершинами, σ : L(X)→ L(X)
циклiчна перестановка. Тодi |A(Γ(X,σ′))| ≥ 3n− 2l − 3.

Наступний результат показує, що циклiчна перестановка σ множини висячих вершин L(X)
дерева X вiдповiдає деякому його плоскому вкладенню тодi й тiльки тодi, коли кiлькiсть дуг
в графi Маркова Γ(X,σ′) є мiнiмально можливою.

Теорема 1. Нехай X дерево з n ≥ 3 вершинами та l ≥ 2 висячими вершинами. Тодi циклiчна
перестановка σ : L(X) → L(X) вiдповiдає деякому плоскому вкладенню дерева X тодi й
тiльки тодi, коли |A(Γ(X,σ′))| = 3n− 2l − 3.
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Гомотопiчнi властивостi гладких на стрiчцi Мебiуса функцiй
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В роботi ([1]) була дослiджена структура стабiлiзаторiв функцiй Морса на орiєнтованих
поверхнях. В данiй роботi розглядається випадок стрiчки Мебiуса. Нехай M — стрiчка
Мебiуса.

Через Morse(M,R) будемо позначати множину таких функцiй f ∈ C∞(M,R), якi є
функцiями Морса та задовольняють умову: вiдображення f приймає постiйнi значення на
краю ∂M , а множина критичних точок функцiї f мiститься у внутрiшностi множини M .

Лема. Нехай f ∈ Morse(M,R) i K — компонента зв’язностi критичного рiвня f , така що
одна з компонент зв’язностi M \K мiстить край ∂M та не мiстить критичних точок.
Нехай A — атом компоненти зв’язностi K. Тодi M \A складається з компонент зв’язностi
X0, X1, . . . , Xn таких, що:

1. ∂M ⊂ X0, X0 ' S1 × [0, 1], X0 не мiстить критичних точок.

2. Xi — 2-диск для всiх i = 1, n.

Для кожної замкненої пiдмножини Y ⊂ M позначимо через D(M,Y ) групу C∞-
дифеоморфiзмiв, сталих на Y . Для кожної f ∈ Morse(M,R) визначимо стабiлiзатор вiдносно
дiї групи D(M,Y ) на просторi функцiй Morse(M,R) як множину

S(f, Y ) = {h ∈ D(M,Y ) | f ◦ h = f}

та оснастимо його C∞-топологiєю.

Теорема. Нехай f ∈ Morse(M,R). Припустимо, що iснує таке i ∈ {1, 2, . . . , n}, що для
будь-якого h ∈ S(f, ∂M) виконується умова h(Xi) = Xi i h зберiгає орiєнтацiю Xi . Тодi

π0S(f, ∂M) '
n∏

i=1

π0S(f |Xi , ∂Xi)× Z.
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Про спецiальнi майже геодезичнi перетворення просторiв афiнного зв’язку зi
скрутом
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Розглядаються простори An класу Cr (n > 2, r > 1) афiнного зв’язку зi скрутом. Як
вiдомо ([1]), крива L називається майже геодезичною лiнiєю простору An, якщо iснує такий
компланарний вздовж L двовимiрний розподiл, якому у кожнiй точцi належить дотичний
вектор цiєї кривої.

Нескiнченно мале перетворення

x̃h = xh + εξh(x1;x2; ...;xn)

простору афiнного зв’язку An називається майже геодезичним, якщо у наслiдок нього кожна
геодезична лiнiя простору An переходить у криву, яка у головному, тобто нехтуючи доданками
другого i бiльш високих порядкiв малостi вiдносно параметру ε, є майже геодезичною лiнiєю
простору An.

Дослiджено спецiальнi майже геодезичнi перетворення Π4
2(ξ;µ) просторiв афiнного зв’язку

An зi скрутом. Для випадку, коли векторне поле ξh є аналiтичним вiдносно структури µhi ,
отриманi рiвняння, якi цiлком характеризують вiдповiднi перетворення.

Дослiджено також групу Лi нескiнченно малих майже геодезичних перетворень Π4
2(ξ;µ),

знайдено її максимальний порядок.
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Множина чисел з обмеженням на вживання символа у Q∗∞-зображеннi числа,
визначеного двiчi стохастичною матрицею
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Значний клас математичних об’єктiв зi складною локальною будовою вiдносно просто
можна описати i вивчити завдяки використанню рiзних систем зображення дiйсних чисел: зi
скiнченним та нескiнченним алфавiтом, суттєво надлишкових та з нульовою надлишковiстю,
з самоподiбною геометрiєю та несамоподiбною.

Пропонується уточнення результатiв Q∗∞-зображення числа, що є кодуванням дiйсних
чисел з нескiнченним алфавiтом за умови визначення його двiчi стохастичною матрицею,
породженою одним параметром. Дослiджуються тополого-метричнi властивостi множин
дiйсних чисел з обмеженнями на використання символiв у Q∗∞-зображеннi числа.

Означення 1. Нескiнченною двiчi стохастичною матрицею називають невiд’ємну матрицю

Q∗∞ = ||qik||, елементи якої задовольняють умови
∞∑
i=0

qik = 1,
∞∑
k=1

qik = 1.

З [1] випливає, що якщо всi qik > 0, то для будь-якого числа x ∈ [0; 1) iснує єдина
нескiнченна послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел (αn) така, що

x = βα11 +
∞∑
k=2

βαkk

k−1∏
j=1

qαjj

 , де β0k ≡ 0, βik ≡
i−1∑
j=0

qjk, i ∈ N, k ∈ N (1)

Розклад числа x ∈ [0; 1) в ряд (1) називається Q∗∞-представленням, а скорочений його
запис ∆

Q∗∞
α1...αk... – Q∗∞-зображенням числа х, визначеного матрицею Q∗∞. При цьому число

(символ) αn = αn(x) називається n-ою цифрою (символом) цього зображення.
Зафiксуємо q ∈ (0; 1), покладемо b = 1 − q i побудуємо нескiнченну двiчi стохастичну

матрицюQ∗∞ за правилом: q01 = b; qik = bqi+k−1 для всiх i 6= k−1, k ∈ N ; qik = bq2(k−1)+1−qk−1
для всiх i = k − 1, k ∈ N . Тодi для ряду (1) справедливо:

β0k = 0,

βαkk = qk−1 (1− qαk) для всiх αk < k ∈ N,
βαkk = 1− qαk+k−1 для всiх αk ≥ k ∈ N;{

qαk
= bqαk+(k−1) для всiх αk 6= k − 1, k ∈ N,

qαk
= bq2αk + 1− qαk для всiх αk = k − 1, k ∈ N.

Теорема 1. Для фiксованого невiд’ємного цiлого числа c множина чисел, Q∗∞ - зображення
яких не мiстить символа c, тобто

Dc ≡ [Q∗∞; c̄] =
{
x : x = ∆Q∗∞

α1α2...αk...
, де αk 6= c ∀k ∈ N

}
є нiде не щiльною множиною додатної мiри Лебега.

Отримано оцiнки мiри множини Dc, зокрема q − q2 < λ(D0) < q − q2

1+q2
.
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Топологiчна стiйкiсть неперервних функцiй вiдносно усереднень за мiрами з
кусково постiйними щiльностями
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В [1] отримано достатнi умови топологiчної стiйкостi неперервних функцiй зi скiнченним
числом локальних екстремумiв вiдносно усереднень. Показано, що ця проблема може бути
зведена до перевiрки локальної топологiчної стiйкостi усереднень f в околах цих локальних
екстремумiв. В статтi [1] також отримано достатнi умови для топологiчної стiйкостi усереднень
функцiй вiдносно дискретних мiр зi скiнченими носiями.

В данiй роботi [2] наведено достатнi умови для топологiчної стiйкостi паросткiв функцiй
вiдносно мiр з кусково неперервними (i зокрема з локально постiйними) щiльностями, див
теореми 1 та 2.

Теорема 1. Нехай f, g : [−ε, ε] → — двi кусково 1–диференцiйовнi функцiї i h = f − g.
Припустимо, що виконанi такi умови:

(a) f та g строго спадають на [−ε, 0] i строго зростають на [0,+ε];

(b) iснує таке C > 0, що для всiх x ∈ [−α, α] виконана нерiвнiсть

f ′′α(x) ≥ Cα ;

(c) похiдна h′ = g′ − f ′ "— неперервна в точцi 0 i h′(0) = 0.

Тодi функцiя g в точцi 0 є топологiчно стiйкою вiдносно усереднень за мiрою µ.

Теорема 2. Нехай g : [−ε, ε] → — кусково 1–диференцiйовна функцiя, що задовольняє такi
умови:

(a) g строго спадає на [−ε, 0] i строго зростає на [0,+ε];

(b) iснують скiнченi границi злiва та справа

L = lim
x→0−0

g′x, R = lim
x→0+0

g′x.

Для i = 0, . . . , n+ 1 визначимо числа

Xi = Lµ[t0, ti] +Rµ[ti, tn+1] = L

i−1∑
j=0

(tj+1 − tj)pj +R

n∑
j=i−1

(tj+1 − tj)pj .

Припустимо, що для кожного i ∈ {0, . . . , n} хоча б одне з чисел Xi або Xi+1 вiдмiнне вiд нуля.
Тодi функцiя g в точцi 0 є топологiчно стiйкою вiдносно усереднень за мiрою µ.
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Деякi методи пiзнавальної активностi студентiв на практичних заняттях з вищої
математики
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В сучасному свiтi перед вiтчизняною вищою школою стоїть завдання пiдготовки iнженера,
здатного творчо вирiшувати професiйнi завдання, швидко набувати новi знання та вмiти їх
застосовувати до розв’язання нових нестандартних ситуацiй.

У даний час в умовах скорочення числа аудиторних годин i збiльшення обсягу самостiйної
роботи для формування евристичних навичок на практичних заняттях з вищої математики
доцiльно використовувати методи навчання, якi налаштовують студентiв на самостiйну
евристичну дiяльнiсть.

До них вiдносимо дослiдницький, а також евристичнi методи (методи суттєвого,
символьного та образного бачення, метод евристичних питань, метод евристичного
дослiдження, метод конструювання понять, метод гiпотез, метод випадковостей, помилок та
асоцiацiй, метод конструювання теорiй, метод "мозкового штурму", метод синектики, метод
морфологiчного ящика).

Переваги евристичних методiв навчання:

1. збiльшується роль самостiйностi в освiтньому процесi, з’являється позитивна внутрiшня
мотивацiя в процесi пошуку рiшення проблем;

2. стимулюють розвиток iнтуїтивного мислення, формується творчий пiдхiд до вирiшення
завдань, застосовуються отриманi вмiння та знання в нових, нетипових ситуацiях;

3. розвивається взаємодiя в колективi;

4. пiдвищується рiвень засвоєння нового навчального матерiалу.

Недолiки евристичних методiв навчання:

1. вiдсутнiсть механiзму для складання списку всiх можливих варiантiв;

2. вiдсутнiсть об’єктивних критерiїв вiдбору кращих варiантiв;

3. евристичний метод вимагає бiльшої витрати часу, якщо порiвнювати його з
повiдомленням готових знань. Ось чому викладач не має можливостi на всiх уроках
його використовувати.
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Проблема порушення стiйкостi цилiндричних оболонок багато рокiв продовжує залишатися
актуальною, оскiльки при прокладаннi i експлуатацiї нафтогазопроводiв потрiбна обов’язково
оцiнка ресурсу трубопроводiв.

Вiдомо [1], що всяке ареальне поле регулярної поверхнi S ∈ C3 у цiлому визначає
неоднорiдне статичне поле безмоментного напруженого стану рiвноваги оболонки з
серединною поверхнею S, що вiдповiдає певним статистичним силам.

У роботi [2] задача про iснування нетривiальної А-деформацiї першого порядку
однозв’язної поверхнi S без омбiлiчних точок iз стацiонарною довжиною LGT-лiнiй зводиться
до дослiдження наступної системи рiвнянь:

Tαβ,α − bβαTα = 0, bαβT
αβ + Tα,α = 0, cαβT

αβ = 0, Tαβ (ciαgjβ + cjαgiβ) = µ (bij −Hgij) ,

яка мiстить шiсть рiвнянь вiдносно шести невiдомих: симетричного тензора Tαβ ,компонентiв
вектора Tα та функцiї µ(x1, x2) ∈ C3, (µ 6= 0).

Доведена наступна
Теорема. Прямий круговий цилiндр допускає нетривiальнi А-деформацiї першого

порядку, що не змiнюють довжину LGT-лiнiй, кожна з яких моделює безмоментний стан
рiвноваги навантаженої оболонки за умови, що її поверхневе навантаження має вигляд

X = − 1

4R

du(x1)

dx1
r2,

де R- радiус цилiндра, r2 = ∂r
∂x2

, u(x1)-довiльна функцiя однiєї змiнної класу C2, вiд якої
залежать знайденi тензори деформацiї i функцiя µ.
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Нехай S-регулярна поверхня класу Cm(m ≥ 3), гомеоморфна областi G площини, задана
векторно-параметричним рiвнянням r = r(x1, x2),де r - радiус-вектор точки поверхнi, (x1, x2)
- внутрiшнi координати цiєї точки.

Деформацiя поверхнi S, яка визначається рiвнiстю [1]

r∗(x1, x2, t) = r(x1, x2) +

∞∑
k=1

tkyk(x1, x2)

називається аналiтичною ареальною (аналiтичною А-деформацiєю), якщо
1) ряд у правiй частинi рiвностi збiгається в околi t = 0;
2) усi поля змiщення yk(x1, x2) задовольняють умовi неперервної диференцiйовностi до

порядку m включно;
3) елемент площi S при деформацiї стацiонарний.
Розглянемо поверхню S ∈ C l+4

λ , 0 < λ < 1, l ≥ 0 [2], яка не мiстить точок заокруглення i
разом зi своєю границею ∂S є строго внутрiшньою частиною деякої замкненої поверхнi
S̃ ∈ C l+4

λ додатньої гаусової кривини. Поверхня S допускає нетривiальну нескiнченно малу
(н.м.) ареальну деформацiю першого порядку, при якiй зберiгається повний скрут (δK̃ = 0)
вздовж її границi ∂S ∈ C l+4

λ [3], яку можна продовжити в А-деформацiї скiнченного порядку
n зi стацiонарним геодезичним скрутом вздовж ∂S [4].

Позначимо через ∆K̃(t) = K̃t − K̃- прирiст повного скруту вздовж ∂S, який залежить вiд
t ∈ [−ε, ε].

Справедлива наступна
Теорема. Кожну нетривiальну н.м. ареальну деформацiю першого порядку однозв’язної

поверхнi S класу C l+4
λ , 0 < λ < 1, l ≥ 0 додатньої гаусової кривини i без точок заокруглення,

вздовж границi якої ∂S ∈ C l+4
λ зберiгається повний скрут, можна продовжити в аналiтичну

А-деформацiю з граничною умовою ∆K̃(t) = 0 в класi C l+3
λ поверхонь.
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Топологiя 1-потокiв на поверхнях з межею
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Ми розглядаємо потоки на зв’язних компактних поверхнях зi зв’язною межею, у яких є
єдина нерухома точка, що лежать на межi поверхнi. Наша мета — описати структуру потокiв
на зв’язних поверхнях зi зв’язною межею з однiєю нерухомою точкою на межi поверхнi без
замкнених траєкторiй та скiнченим числом сепаратрис.

Потiк на компактнiй поверхнi з межею будемо називати простим, якщо у нього немає
замкнених траєкторiй i всi особливостi лежать на межi. Простий потiк на поверхнi з межею
називається оптимальним, якщо вiн має найменше число нерухомих точок серед усiх простих
потокiв на цiй поверхнi. Простий потiк на зв’язнiй компактнiй поверхнi зi зв’язною межею, що
не гомеоморфна листу Мьобiуса, буде оптимальним тодi i тiльки тодi, коли вiн мiстить лише
одну нерухому точку.

Сепаратриси розбивають досить малий окiл нерухомої точки на частини, якi будемо
називати кутами. Можливi три типи кутiв: 1) Гiперболiчний кут. В ньому кожна траєкторiя
перетинається з цим кутом по обмеженому значенню параметру, тобто нерухома точка не
є граничною точкою для частини траєкторiї, що лежить в кутi. 2) Елiптичний кут. В
цьому кутi для довiльного околу нерухомої точку iснують траєкторiї, що повнiстю лежать
в цьому околi i кутi. Н 3) Параболiчний кут. В ньому кожна траєкторiя перетинається з
межею довiльного малого околу в однiй точцi. Нерухома точка є граничною точкою кожної
траєкторiї. У кутiв параболiчного типу можливi два випадки: a) всi траєкторiї починаються
в нерухомiй точцi – кут-витiк, b) всi траєкторiї закiнчуються в нерухомiй точцi – кут-стiк.

Теорема 1. Всi сепаратриси розбивають поверхню на областi в кожнiй з яких буде єдиний
кут-стiк i єдиний кут-витiк або єдиний параболiчний кут, а решта кутiв є гiперболiчними.

Траєкторiю, що лежить на межi також будемо вважати сепаратрисою i називати граничною
сепаратрисою.

Розрiзняючим графом потоку будемо називати орiєнтований граф G, двоїстий до множини
сепаратрис, в якому для кожної вершини задано циклiчний порядок iнцидент них до неї ребер
i зафiксовано початкову вершину.

Теорема 2. Розрiзняючий граф має такi властивостi: 1) Ребро, яке iнциндентне до
початкової вершини, орiєнтовано так, що воно виходить з цiєї вершини. 2) Для кожної
вершини починаючи з деякого ребра при циклiчному обходi iдуть спочатку всi ребра що
входять в неї, а потiм всi, що виходять з неї. 3) d-зв’язнiсть: iснує шлях, який
починається i закiнчується в початковiй вершинi, в якому кожнi два послiдовнi ребра є
також послiдовними ребрами в циклiчному порядку в їх спiльнiй вершинi i кожне ребро в
цьому шляху зустрiчається 2 рази.

Теорема 3. Два 1-потоки топологiчно еквiвалентнi тодi та тiльки тодi, коли їх
розрiзняючи графи iзоморфнi. Орiєнтований граф, з заданими циклiчними порядками ребер
для кожної вершини i заданою початковою вершиною буде розрiзняючим графом деякого
потоку, якщо вiн задовольняє властивостям 1) - 3).
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Нехай Mm,n(F) – множина (m×n)-матриць над полем F. Позначимо: In – одинична (n×n)-
матриця, 0m,n – нульова (m× n)-матриця, “ T ” – символ транспонування матриць.

Розглянемо матричне рiвняння
AX = B, (1)

де A,B ∈ Mm,n(F) i X – невiдома (n × n)-матриця над полем F. Задача про розв’язнiсть
цього рiвняння традицiйно привертала увагу багатьох математикiв. Центральне мiсце серед
таких дослiджень займають роботи, в яких встановлено умови, за яких розв’язки рiвняння
(1) належать до певних класiв матриць: симетричних, кососиметричних, ермiтових, додатньо
визначених, iз заданим характеристичним многочленом та iнших (див. [1]–[6]).

Якщо рiвняння (1) розв’язне, то воно має симетричний розв’язок X0 (X0 = XT
0 ) тодi i

тiльки тодi, коли ABT = BAT (див. [1]–[3]). В даному повiдомленнi запропонуємо iншi умови,
за яких для рiвнняння (1) iснують симетричнi розв’язки та опишемо їх структуру.

Теорема. Нехай A,B ∈ Mm,n(F) i rankA = r. Рiвняння AX = B має симетричний
розв’язок тодi i тiльки тодi, коли для матриць U ∈ GL(m,F) та V ∈ GL(n,F) таких, що

UAV =

[
Ir 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

]
виконується

UB(V −1)T =

[
D11 D12

0m−r,n

]
,

де D11 ∈Mr,r(F) – симетрична матриця.
Якщо ж (при наведених вище умовах) для рiвняння AX = B iснує симетричний розв’язок,

то для довiльної симетричної матрицi P ∈ Mn−r,n−r(F) матриця Xp = V

[
D11 D12

DT
12 P

]
V T –

загальний симетричний розв’язок цього рiвняння.
Наслiдок. Нехай A,B ∈Mm,n(F). Якщо rankA = rank

[
A B

]
= 1, то рiвняння AX = B

має симетричнi розв’язки.
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Спецiальна геометрiя дотичного розшарування, iндукована iнварiантними
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Використання рiманової системи координат з початком координат у довiльнiй точцi
вiдповiдного рiманова простору дозволило отримати iнварiантний ряд типу Тейлора, який
залежить не тiльки вiд координат змiнної точки, а й вiд дотичного елемента у нiй, як для
довiльного тензора, так i для об’єкта афiнного зв’язку рiманова простору V n [1].

Якщо у рядах для компонент gij метричного тензора простору V n i для компонент Γhij
об’єкта афiнного зв’язку простору V n вiдмовитися вiд доданкiв другого i бiльших порядкiв
малостi вiдносно компонент yh дотичного елемента, отримуємо, вiдповiдно, компоненти
метричного тензора

g̃ij = gij(x) +
1

3
Riαβj(x)yαyβ

i компоненти об’єкта зв’язку

Γ̃hij(x; y) = Γhij(x) − 1

3
Rh

(ij)α(x)yα,

якi визначають на V n геометрiю, подiбну до фiнслерової.
На дотичному розшаруваннi T (V n) розглянуто метрику

ds2 = g̃αβ(x; y)D̃yαD̃yβ,

де
D̃yh = dyh + Γ̃hαβ(x; y)yαdxβ.

Дослiдженi певнi геометричнi властивостi дотичного розшарування T (V n) з такою
метрикою. Зокрема, розглянутi питання iснування проективних перетворень таких просторiв
у випадку, коли базовий простiр V n є простором постiйної кривини. При цьому частково
використано апарат дослiдження автоморфiзмiв розшарованих просторiв, побудований
Б.Н. Шапуковим [2].
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Нехай f− функцiя Морса на орiєнтованому двовимiрному многовидi M2 i c критичнi
значення функцiї, тобто такi, в прообразi яких є хоча б одна критична точка. Критичнi
точки, що знаходяться на одному критичному рiвнi можна розвести на сусiднi рiвнi таким
чином, щоб на кожному було по однiй критичнiй точцi.

Функцiя Морса є простою, коли вона мiстить по однiй критичнiй точцi на кожному
критичному рiвнi, у всiх iнших випадках її називають складною.

Атомом називається окiл P 2 критичного шару, що задається нерiвнiстю P 2 = {x ∈
M2|c − ε ≤ f(x) ≤ c + ε} для досить малого ε, який розшарований на лiнiї рiвнiв функцiї
f i розглядається з точнiстю до пошарової еквiвалентностi. Iншими словами, атом – це клас
пошарової еквiвалентностi функцiї, заданої на досить малому околi критичного рiвня. Атом
називається простим, якщо функцiя Морса f в парi (P 2, f) – проста. Iншi атоми називаються
складними.

Кожному атому вiдповiдає два f− атоми [1].
Складнiстю атома ( f− атома ) називається кiлькiсть критичних точок, що йому належать.

В [1] та [2] було знайдено всi атоми та f− атоми складностi 2 та 3.
Кожному f− атому можна поставити у вiдповiднiсть окремий клас f−графiв [3]. f−

граф це зв’язний граф, що представляє собою множину орiєнтованих кiл, на яких видiлено n
пар точок - вершин, кожна з яких з’єднана неорiєнтованим ребром. f−атомам складностi 4
вiдповiдають f−графи, що мають 4 пари вершин.

Теорема 1. Для складних функцiй Морса на замкнених орiєнтованих двовимiрних
многовидах iснує 96 f−атомiв складностi 4.

Всi f−атоми розбиваються на 58 пар (в парi можуть бути однаковi f−атоми), кожна з
яких вiдповiдатиме одному атому складностi 4 функцiй Морса на замкненому орiєнтованому
двовимiрному многовидi.
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У данiй роботi дослiджується введений автором [1] новий клас груп – метадосконалi групи,
вони є узагальненям введених у статтi [2, 3] метазнакозмiнних груп, бо знакозмiнна група є
досконалою, також зроблено оцiнку для кiлькостi твiрних комутанта вiнцевого добутка груп.
Нагадаємо, що ранiше для вужчого класу груп – нескiнченно iтерованих вiнцевих добуткiв
An1 o An2 o . . ., де ni ≥ 5 у [4] неконструктивними методами була доведена двопородженiсть з
додатньою ймовiрнiстю. Пiд досконалою групою ми розумiємо таку, що G = [G,G].

Метадосконалою групою D(k), рангу m, метастепеня k = (k1, ..., km) називається вiнцевий
добуток (D1, Xk1) o (D2, Xk2) o ... o (Dm, Xkm) досконалих груп пiдстановок (D1, Xk1), (Dm, Xk2),
... ,(D,Xkm).

Теорема 1. Нехай маємо досконалу групу D = 〈tD, sD〉. Тодi якщо G = 〈t0, s0〉 транзитивно
дiє на X = {1, 2, . . . , n} так, що iснують орбiти O(x) = {x〈t0〉 |x ∈ X }, O′(x) = {x〈s0〉 |x ∈ X :{

(ord(t0)/|O(x)|, ord(tD)) = 1 ,

(ord(s0)/|O′(x)|, ord(sD)) = 1
(1)

i група G є 2 – допустимою [1] та D має скiнченну ширину по комутанту [5], тодi G oD –
двопороджена.

При дiї G o D маємо гратку систем iмпримiтивностi з блоками Xi i якщо H – найменша
надгрупа для Stxo(G) у G, то

∣∣H/Stxo (H)

∣∣ = ∣∣∣O (x〈H〉0

)∣∣∣ = |Xi|. Нехай Q(x0) = O(x) ∩ O′(x).

Теорема 2. Якщо |Q(x0)| 6= |Xi|, тобто перетин орбiт не є блоком iмпримiтивностi (чи
їх об’єднанням) з гратки блокiв iмпримiтивносi, що утворена дiєю класiв сумiжностi групи
Dk−1 з D1 o D2 o ... o Dk за найменшою надгрупою H стабiлiзатора Stx0(G) з Dk−1, тобто
Dk−1 > H > Stx0(G), де Di, i ≤ k – досконала, то має мiсце 2-допустимiсть [1].

Зауваження 1. Умова |Q(x0)| 6= |H| буде виконуватися, якщо (|Q(x0)|, |H|) = 1. Отже, ця
умова є достатньою для наявностi 2-допустимостi.

Властивiсть 1. Метадосконала група D, яка є вiнцевим добутком як скiнченних так i
нескiченних досконалих груп є досконалою.
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Модельною смугою назвемо вiдкриту пiдмножину S ⊂ R× [−1; 1], яка задовольняє умовам:
1) R × (−1; 1) ⊂ S та 2) ∂S = S ∩ R × {−1, 1} є незв’язним об’єднанням iнтервалiв, замика-
ння яких в R × [−1; 1] попарно не перетинається i утворюють локально скiнченну множину.
Пiд смугастою поверхнею Σ розумiтимемо некомпактну поверхню, склеєну iз злiченного чи-
сла модельних смуг Sλ, λ ∈ Λ, вздовж вiдкритих iнтервалiв межi ∂Sλ за допомогою афiнних
гомеоморфiзмiв, якi зберiгають орiєнтацiю. На кожнiй Sλ визначено шарування на горизон-
тальнi прямi R×t, t ∈ (−1; 1) та компоненти зв’язностi межi. Шарування на смугах визначають
шарування на всiй поверхнi, яке позначимо через F та називатимемо канонiчним. Оскiльки
гомеоморфiзми склейки модельних смуг зберiгають орiєнтацiю, то шарування F є орiєнтовним.

Нехай H(F ) - група гомеоморфiзмiв h : Σ → Σ, таких що для кожного шару ω ∈ F його
образ h(ω) є також шаром в F . Надiлимо цю групу компактно вiдкритою топологiєю i нехай
H0(F ) - компонента зв’язностi H(F ), що мiстить тотожнє вiдображення. Позначимо через
H+(F ) пiдгрупу H(F ), що складається з таких гомеоморфiзмiв h : ω → h(ω), якi зберiгають
вiдповiднi орiєнтацiї.

С.I. Максименком та Є.О.Полуляхом [1] встановлено, що група H0(F ) є стягуваною, тому
гомотопiчний типH(F ) визначається фактор-групою π0H(F ) = H(F )/H0(F ), елементами якої
є комоненти зв’язностi H(F ). Називатимемо π0H(F ) - групою гомеотопiй шарування F .

Групи π0H+(F ) для спецiального класу несингулярних шарувань площини, чиї простори
шарiв мають структуру подiбну до кореневих дерев зi скiнченним дiаметром, було обчисле-
но в [2]. В данiй роботi показується взаємозв’язок груп гомеотопiй таких шарувань та груп
гомеотопiй спецiальних автоморфiзмiв графiв, визначених наступним чином.

Нехай G(F ) = Σ�F - простiр шарiв, p : Σ → G(F ) - фактор-вiдбраження. Надiлимо
G(F ) фактор-топологiєю, тобто множина U в G(F ) вважатиметься вiдкритою тодi i тiльки
тодi, коли її прообраз p−1(U) є вiдкритим в Σ. В загальному випадку G(F ) є нехаусдорфо-
вим топологiчним простором, при цьому образ внутрiшньостi кожної модельної смуги Sλ в
G(F ) є вiдкритою множиною гомеоморфною вiдкритому iнтервалу, яку позначатимемо через
eλ. Таким чином, G(F ) можна розглядати як «нехаусдорфовий» граф, у якого «розщепле-
нi» вершини. Цi вершини вiдповiдають граничним iнтервалам модельних смуг. Позначимо
∂+eλ = p(Sλ ∩ R× {1}) i ∂−eλ = p(Sλ ∩ R× {−1}).

Нехай H(G(F )) - група гомеоморфiзмiв графа G(F ). Легко показати, що кожен h з H(F )
iндукує гомеоморфiзм ξ(h) : G(F )→ G(F ). При чому вiдповiднiсть h 7→ ξ(h) є гомоморфiзмом
ξ : H(F ) → H(G(F )). Позначимо через F спецiальний клас смугастих поверхонь Σ графи
яких мають наступнi властивостi: ∂−eλ складається лише з однiй точки; якщо v є спiльною
вершиною ребер eν i eµ, тодi v = ∂+eν ∩ ∂−eµ або v = ∂+eµ ∩ ∂−eν ; G(F ) - зв’язний граф, що
не мiстить циклiв та має скiнченний дiаметр.

Теорема 1. Нехай Σ ∈ F i F - канонiчне шарування, тодi ξ iндукує iзоморфiзм груп π0H+(F )
та π0H(G(F )).
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Означення 1. Множина B ⊂ Rn називається m-опуклою (m-пiвопуклою), якщо для довiльної
точки x ∈ Rn \ B, якщо знайдеться m-вимiрна площина (пiвплощина) L, така, що x ∈ L i
L
⋂

B = ∅.

Оскiльки перетин m-опуклих (m-пiвопуклих) множин буде m-опуклою (m-пiвопуклою)
множиною, то для довiльної множини B ⊂ Rn можна розглядати мiнiмальну m-опуклу (m-
пiвопуклу) множину, яка мiстить B, i називати її m-опуклою (m-пiвопуклою) оболонкою
множини B [1], [2], [3].

Теорема 1. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному евклiдовому просторi при n ≥ 2
належала 1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно неперетинних замкнених множин, отриманих
iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи перетворень,
яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй, необхiдно i достатньо n елементiв
цiєї сiм’ї.

Теорема 2. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному евклiдовому просторi при n ≥ 2
належала 1-пiвопуклiй оболонцi сiм’ї попарно неперетинних замкнених множин, отриманих
iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за допомогою групи перетворень,
яка складається з паралельних перенесень та гомотетiй, необхiдно i достатньо 2n
елементiв цiєї сiм’ї.

Теорема 3. Для того, щоб внутрiшнiсть кола належала 1-опуклiй оболонцi сiм’ї попарно
неперетинних вiдкритих (замкнених) кругiв з центрами на колi та радiусами, меншими вiд
радiуса кола, необхiдно i достатньо трьох кругiв.

Означення 2. Множина B ⊂ Cn(Hn) називається m-комплексно (m-гiперкомплексно)
опуклою, якщо для довiльної точки z ∈ Cn \ B (Hn \ B), якщо знайдеться m-вимiрна
комплексна (гiперкомплексна) площина L, така, що z ∈ L i L

⋂
B = ∅.

Аналогiчно, як i в Rn, вводиться поняття m-комплексно (m-гiперкомплексно) опуклої
оболонки множини.

Теорема 4. Для того, щоб вибрана точка в n-вимiрному комплексному (гiперкомплексному)
евклiдовому просторi Cn (Hn), n ≥ 3, належала 1-комплекснiй (1-гiперкомплекснiй) оболонцi
сiм’ї попарно неперетинних вiдкритих (замкнених) куль з центрами на сферi S2n−1 ⊂ Cn

(S4n−1 ⊂ Hn) та з радiусами, меншими вiд радiуса сфери, достатньо 2n (4n− 2) куль.
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У статтях ([1], [2]) отримано основнi рiвняння iнфiнiтезимальних конформних деформацiй
поверхонь, знайдено в явному виглядi представлення тензорних полiв

◦
T αβ =

◦
T βα, Tα похiдної

вектора змiщення
U i = ciα

( ◦
T
αβ − ϕcαβ

)
rβ + ciαT

αn,

де ϕ -функцiя конформностi,ciα - дискримiнантний тензор, cαβ = gαigβjcij . Видiлено
тривiальний випадок.

Враховуючи отриманi результати, продовжуємо дослiджувати основнi рiвняння на
поверхнях сталої середньої кривини H = const.

Наведено приклади, якi демонструють, що поверхнi сталої середньої кривини допускають
iнфiнiтезимальнi конформнi деформацiї.
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Розглянуто iнфiнiтезимальнi перетворення рiманових просторiв сталої скалярної кривини
з умовою iнварiантностi тензору Ейнштейна.

Eij
def
= Rij −

1

n
Rgij

Теорема 1. Якщо рiмановий простiр Vn такий, що має нульову скалярну кривину, допускає
iнфiнiтезимальне конформне перетворення, породжене деяким векторним полем ξ, що
зберiгає тензор Ейнштейна, то асоцiйований з ним ковектор ϕi, є вектором Кiлiнга:

ϕi,j + ϕj,i = 0.

Крiм того, похiдна Лi тензора кривини дорiвнюватиме нулю:

LξR
h
ijk = 0.

Теорема 2. Якщо рiмановий простiр Vn такий, що має сталу скалярну кривину (R = const 6=
0), допускає iнфiнiтезимальне проективне перетворення, породжене деяким векторним
полем ξ, що зберiгає тензор Ейнштейна, то асоцiйований з ним ковектор ψi, також
породжуватиме проективнi перетворення. У випадку, коли скалярна кривина тотожно
дорiвнює нулю(R = const = 0), асоцiйований ковектор ψi є вектором Кiлiнга:

ψi,j + ψj,i = 0.

Крiм того, у випадку нульової скалярної кривини, похiдна Лi тензора кривини вздовж
породжуючого поля ξ дорiвнюватиме нулю:

LξR
h
ijk = 0.

Теорема 3. Якщо келеровий простiр Vn такий, що має сталу скалярну кривину (R =
const 6= 0), допускає iнфiнiтезимальне голоморфно-проективне перетворення, породжене
деяким векторним полем ξ, що зберiгає тензор Ейнштейна, то асоцiйований з ним ковектор
ρi, також породжуватиме проективнi перетворення, а вектор F ti ρt є вектором Кiлiнга.
У випадку, коли скалярна кривина тотожно дорiвнює нулю(R = const = 0), асоцiйований
ковектор ρi також буде вектором Кiлiнга:

ρi,j + ρj,i = 0.

Крiм того, у випадку нульової скалярної кривини, похiдна Лi тензора кривини вздовж
породжуючого поля ξ дорiвнюватиме нулю:

LξR
h
ijk = 0.
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Конформно-голоморфно-проективнi iнфiнiтезимальнi перетворення локально
конформно-келерових многовидiв
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E-mail address: cherevko@usa.com

Ермiтовий многовид Mn, має назву локально конформно-келерового (коротше, ЛКК-)
многовидом, якщо iснує вiдкрите покриття U =

{
Uα

}
α∈A многовиду M та система Σ = {σα :

Uα → R}α∈A гладких функцiй таких, що
{
J |Uα , ĝα = e−2σαg|Uα

}
– келерова структура для будь

якого α ∈ A. Перехiд вiд метрики g|Uα до метрики e−2σαg|Uα має назву локально конформного
перетворення структури. Функцiя σ має назву визначальною функцiєю конформного
перетворення[1]. Доведено теорему

Теорема 1. ЛКК-многовид Mn, не дозволяє iснування нетривiальних iнфiнiтезимальних
перетворень iз збереженням комплексної структури та її коварiнтної похiдної, зокрема
таких, що

LξΓ
h
ij = ρjδ

h
i + ρiδ

h
j − ρtJ tiJhj − ρtJ tjJhi .

Розглянуто конформно-голоморфно-проективнi iнфiнiтезимальнi перетворення iз
збереженням комплексної структури якi на ЛКК-многовидi (Mn, J, g), кi описуються
cистемою рiвнянь:

1)ξi,j = ξij ;

2)ρ, i = ρi;

3)ξi,jk = ξαR
α
kji +

1

2

((
ωαξ

α
)
,k
gij +

(
ωαξ

α
)
,j
gik −

(
ωαξ

α
)
,i
gjk

)
+ ρjgik + ρkgij − ρtJ tjJik − ρtJ tkJji;

4)ρi,j =
1

2
ωtρtgij −

1

2
ρiωj −

1

2
ρjωi +

1

n+ 2
Lξ

(
Rij

− (n− 2)

2

(
ωi,j +

ωiωj
2
− ||ω||

2gij
2

)
− ∆2ωgij

2

)
;

5)LξJ
i
j = ξk∇kJ ij − Jαj ∇αξi + J iα∇jξα = 0

Стосовно цих перетворень доведено такi теореми.

Теорема 2. При iнфiнiтезимальних конформно-голоморфно-проективних перетвореннях
ЛКК-многовидiв, що зберiгають комплексну структуру, тензор Нейєнхейса також
зберiгається.

Теорема 3. Якщо на ЛКК-многовидi {Mn, J, g}, n = 2m алгебра Лi iнфiнiтезимальних
конформно голоморфно-проективних векторних полiв ξ, мiстить таку пiдалгебру векторних
полiв, що всюди ωαξα = 0, i таким чином, всюди дотичних до сiмейства гiперповерхонь, що
вiдповiдають рiвнянню ω = 0, то така пiдалгебра генеруватиме пiдгруппу гомотетiй цього
ЛКК-многовиду. Цi гiперповерхнi будуть орбiтами цiєї пiдгрупи.
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Про четвiрки проекторiв, полiном вiд яких є скалярним оператором

О. О. Чернова
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У роботi [1] (див. також наведену бiблiографiю) дослiджується питання про iснування
четвiрок ортопроекторiв P1, P2, P3, P4 у деякому гiльбертовому просторi H, для яких
виконується рiвнiсть

α1P1 + α2P2 + α3P3 + α4P4 = I.

Такi четвiрки цiкавi, зокрема, з точки зору теорiї зображень графiв та частково впорядкованих
множин, терiї фреймiв та iн.

Ми розглядаємо задачу про опис четвiрок ортопроекторiв з умовою

P1 + P2 + P3 + P4 = λI − α(P1P2 + P2P1 + P3P4 + P4P3), 0 < α < 1, λ ∈ R. (1)

При розв’язаннi цiєї задачi ми використовуємо наступнi полiноми вiд четвiрки ортопроекторiв

A = P1 + P2 + α(P1P2 + P2P1),

B = P3 + P4 + α(P3P4 + P4P3).

Нами описано структуру спектра таких операторiв, а саме доведено наступну теорему.

Теорема 1. Нехай λ ∈ σ(A), λ /∈ {0, 1, 2 + 2α}. Тодi

F (λ) = λ+
(1 + α)2

α
− 1 + α

α

√
4αλ+ (1− α)2 ∈ σ(A).

Також дослiджено, при яких значеннях λ спiввдiношення (1) має розв’язки.
Показано, що у незвiдному зображеннi спектри операторiв A та B визначаються орбiтами

динамiчної системи, породженої вiдображеннями F та f(x) = λ− x, якi або повнiстю лежать
на вiдрiзку [0, 2 + 2α], або залишають цей вiдрiзок, проходячи через точку 0. Залежно вiд
значення параметра λ, знайденi точки з вiдрiзка [0, 2 + 2α], орбiти яких задовольняють цю
умову, та побудовано вiдповiдний незвiдний набiр ортопроекторiв. Нижче наведене одне з
таких тверджень.

Теорема 2. При λ = 2+2α вiдрiзок [0, 2+ 2α] переходить в себе при вiдображеннях F та f .
Вiдповiднi орбiти:

1. {0, 2 + 2α}

2. {O1}

3. {Oλ
2
}

4. {Ox}, x ∈ (1, λ2 )
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Розвиток iнтелектуальних умiнь учнiв у процесi розв’язування задач на побудову
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Сьогодення диктує сучаснiй школi вимогу постiйно удосконалювати методику навчання
математики з метою формування та розвитку iнтелектуальних умiнь учнiв. Школа має
надати учням не тiльки мiцну теоретичну базу з математики. Насамперед, навчання повинно
максимально бути спрямованим на розвиток їх розумової активностi: умiння самостiйно
оновлювати та поповнювати знання, свiдомо використовувати їх у процесi розв’язання задач.
Увага до проблеми розвитку iнтелектуальних умiнь учнiв пояснюється також тим, що вони
мають вагоме значення не тiльки у процесi їх освiти, але й пiдготовки учнiв до їх професiйної
дiяльностi.

Пiд розвитком iнтелектуальних умiнь ми будемо розумiти формування та розвиток
наступних: - порiвнювати предмети, знаходити спiльнi властивостi та вiдмiнностi; - видiляти
iстотнi властивостi та абстрагувати вiд другорядних; - проводити аналiз, тобто розкладати
предмет на складовi з метою їх вивчення кожного окремо; - проводити синтез, тобто
поєднувати розкладенi частини у єдине цiле з метою вивчення їх взаємозв’язку; - будувати
гiпотези, перевiряти їх та робити висновки; - доводити свої судження, висловлюватися
послiдовно та обґрунтовано.

Потужним потенцiалом для формування та розвитку iнтелектуальних умiнь учнiв є
математичнi задачi. Саме у процесi розв’язання задач математичнi поняття, аксiоми,
теореми, формули, означення, геометричнi фiгури постають перед учнями у рiзних ракурсах,
динамiчно, з рiзними зв’язками та взаємозв’язками. Серед математичних задач окремо слiд
вiдмiтити задачi на побудову [1].Наявнiсть у цих задачах таких етапiв, як аналiз, доведення
та дослiдження, дозволяє зробити висновок, що саме вони сприяють розвитку вище названих
iнтелектуальних умiнь учнiв [2].

Проте шкiльна практика показує, що у процесi розв’язання задач на побудову виникають
великi труднощi: нестача часу, слабка пiдготовка учнiв i т.п. Тому вчитель закрiплює
теоретичний матерiал простими задачами, а у пiдручниках вiдмiчається тенденцiя на
зменшення кiлькостi задач на побудову.

Вважаємо, що зазначена проблема може бути розв’язана наступним шляхом: пропонуємо
ряд теоретичних фактiв повiдомляти учням через задачi на побудову. Процес вивчення
математики, вiдкриття нового знання для учня має бути схожим на процес дослiдження у
математицi, тобто iмiтувати творчу дiяльнiсть. Зрозумiло, що у цьому випадку викладання
нацiлено не на передачу наукового теоретичного матерiалу, а на органiзацiю активного
пошуку учнями знань, якi складають змiст запропонованої системи знань, потiм логiчно
упорядковують їх. Все це має ефект розвитку iнтелектуальних умiнь учнiв та розумiння
математичного матерiалу, що вивчається.
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Обобщенные гомологические группы Чогошвили
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Рассмотрим категорию Q пар компактных хаусдорфовых пространств и их непрерывных
отображений. Пусть (X,A) ∈Q и S = {St|St ⊂ X; t ∈ T} произвольно взятая
фиксированная система попарно различных непустых подмножеств St пространства X,
которые индексированы элементами множества T , а α = {eα1 , eα2 , ..., eαn, } ∈ Partf (X)
произвольное конечное разбиение [1,4] пространства X и S = {St|St = St ∩ A, t ∈ T}
система подмножеств подпространства A соответствующая системе S, а α = {eα1 , eα2 , ..., eαn, } ∈
Partf (A), где eαi = eαi ∪ A, i = 1, n, конечное разбиение подпространства A соответствующее
разбиению α. С учётом указанных соглашении, введем следующее

Определение 1. Обрушенным нервом конечного разбиения α = {eα1 , eα2 , ..., eαn, } ∈
Partf (X) относительно системы {S = St|St = St ∈ X, t ∈ T} подмножеств пространства
X, называется такой симплициальный комплекс KS

α (X), который состоит из всех таких
и только таких p - мерных (p=0,1,2,3,...) симплексов вида [eαi0e

α
i1
...eαip ], для вершин (т.е.

элементов eαi0 , e
α
i1
, ..., eαip замкнутого покрытия α = {eαi0 , e

α
i1
, ..., eαip}), для которых существует

такой элемент St ∈ S, что одновременно имеет место следующие соотношения: eαi0 ∩ St 6=
∅, eαi0 ∩ St 6= ∅, ...eαi0 ∩ St 6= ∅,.

Соответственно, определен обобщённый поднерв - симплициальный комплекс Ks
α(A)

комплекса Ks
α(X) разбиения α = {eα1 , eα2 , ..., eαn, } ∈ Partf (A) подпространства A ⊂ X

относительно системы S.

Определение 2. Пара комплексов (Ks
α(X);Ks

α(A)) называется парой обобщённых нервов
пары конечных разбиений (α, α) ∈ Partf (X,A), относительно системы подмножеств (S, S)
пары (X,A) ∈ Q.

Нетрудно заметить, что пара обобщённых нервов (Ks
α(X);Ks

α(A)) пары (X,A), вообще
говоря, отличается от пары классических нервов Nα, Nα (см.[1-4]) той же пары. Кроме того,
существует достаточно много различных систем S1 6= S2, подмножеств пространства X, для
которых имеет место соотношение: (KS1

α (X);KS1
α (A)) 6= (KS2

α (X);KS2
α (A)). Кроме того:

1. Если S = {{x}|x ∈ X}, то KS
α (X) = Nα;

2. Если S = {X}, то обобщённый нерв KS
α (X) конечного разбиения α = {eα1 , eα2 , ..., eαn, }

пространства X относительно системи S является симплициальным комплексом,
который состоит лишь из одного единственного n - мерного симплекса tn = [eαi0e

α
i0
...eαi0 ] и

из всех его граней меньших размерностей.

Пусть (X,A) - пара компактных хаусдорфовых пространств, (S, S) пара систем
подмножеств этих пространств, а Partf (X,A) направленное, по отношению вписанности,
множество всех пар (α, α) конечных разбиении [1-4] пары (X,A) и G - произвольная абелева
группа. Если β � α, т.е. разбиение β вписано в разбиение α, то имеется естественная
однозначно определённая симплициальная проекция ”на”

πβα : (KS
β (X);KS

β (A))→ (KS
α (X);KS

α (A)).

Для каждого целого числа q ∈ Z, совокупность групп цепей Cq(K
S
α (X),KS

α (A);G), где
α ∈ Partf (X), и гомоморфизмов πβα∗ , которые индуцированы отображениями πβα, составляют
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обратный спектр C = {Cq(KS
α (X),KS

α (A);G)}, предел которого, обозначаемый через
CSq (X,A;G), будем называть q - мерной группой обобщённых проекционных цепей пары (X,A)
относительно системы S над группой коэффициентов G.

Естественным образом определены дифференциалы

∂(X,a)q : CSq (X,A;G)→ CSq−1(X,A;G), q ∈ Z,

для которых имеет место равенства ∂(X,A)q ◦ ∂(X,A)q+1 = 0, q ∈ Z.

Определение 3. Для каждого числа q ∈ Z, факторгруппа Ker∂(X,A)q /Im∂
(X,A)
q+1 обозначаемая

через HS
q (X,A;G) называется q - мерной обобщённой гомологической группой

Чогошвили пары пространств (X,A) ∈ Q относительно системы S над группой
коэффициентов G .

Утверждение 1. Для произвольной пары (X,A) ∈ Q, абелевой группы G, целого числа q(q =
0, 1, 2, 3, ...) и для системы S = {{x}‖x ∈ X}, имеем: HS

q (X,A;G) ≡ Hq(X,A;G) [стр.4].

Предложение 1. Для любой пары (X,A) ∈ Q, абелевой группы G, произвольно выбранной
системы S = {St|St ⊂ X, t ∈ T} подмножеств пространства X и любого целого числа q ∈ Z,
короткая последовательность групп обобщённых проекционных цепей

0→ CSq (A,G)
iq∗∗−−→ CSq (X,G)

jq∗−→ CSq (X,A;G)→ 0, q ∈ Z, (1),

точна, где i : A→ X, j : X → (X,A) отображения вложения.

Связывающий гомоморфизм последовательности (1) обозначим через ∂S∗ = {∂Sq :

HS
q (X,A;G)→ HS

q−1(A;G), q ∈ Z}.

Теорема 1. Если (X,A) ∈ Q, S - произвольно выбранная система подмножеств
пространства X и G - произвольная абелева группа, то длинная последовательность
обобщённых гомологических групп Чогошвили

...→ HS
q (A,G)

iq∗−→ HS
q (X,G)

jq∗−→ Hq(X,A;G)
∂S∗−→ HS

q−1(A,G)→ ...
j0∗−→ H0(X,A;G)→ 0

где i : A→ X, j : X → (X,A) - отображения вложения, точна.
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Об условиях, при которых сохраняются тензоры Римана и Риччи относительно
геодезических отображений пространств аффинной связности
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Рассматриваются диффеоморфизмы пространств аффинной связности An → Ān, при
которых сохраняются тензоры Римана и Риччи, и получены необходимые и достаточные
условия таких диффеоморфизмов.

Среди изучаемых диффеоморфизмов пространств аффинной связности важную роль
играют геодезические отображения, которые характеризуются условиями (см. [1,2,3]):

P hij(x) = ψi(x)δhj + ψj(x)δhi , (1)

где P hij – тензор деформации связностей, δhi – символы Кронекера и ψi(x) – некоторый
ковариантный тензор.

Нами доказаны теоремы
Теорема 1. Пространство аффинной связности An допускает геодезическое отобра-

жение на пространство аффинной связности Ān с сохранением тензоров Римана и Риччи,
тогда и только тогда, когда система уравнений типа Коши в ковариантных производных

ψi,j = ψiψj (2)

имеет в нем решение относительно функций ψi(x).

Теорема 2. В пространствах аффинной связности An, которые допускаюет геодези-
ческое отображения с сохранением тензоров Римана и Риччи, существует ковариантно
постоянное векторное поле.

Условия интегрируемости уравнений (2) имеют вид

ψαR
α
ijk = 0, (3)

где Rhijk – тензор кривизны пространства An. Эти условия являются линейными алгебраи-
ческими уравнениями относительно ψi(x).

В плоском пространстве уравнения (2) вполне интегрируемы и локально общее решение
зависит от n параметров, которыми являются начальные значения ψi(x0) = ψ0

i ∈ R.
Общее решение уравнений (2) в не плоских пространствах зависит от не более чем n − 1

числовых параметров.
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Изотопные функции Морса-Ботта
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В.В.Шарко [1] доказал существование круглых функций Морса (функций Морса-Ботта,
S1-функций) на некоторых многообразиях. Он рассматривал эти функции как частный
случай функций Ботта - функций на многообразии, критические точки которых образуют
невырожденные критические гладкие подмногообразия, не пересекающиеся с краем (если он
не пуст). Терстон [2] отметил, что существование круглых функций Морса на многообразии
эквивалентно разложению многообразия на круглые ручки, доказательство чего принадлежит
Миюоси [3]. Напомним, что многообразие W получено из многообразия W1 с помощью
приклейки круглой ручки индекса λ, еслиW =W1

⋃
ϕ S

1×Dλ×Dn−λ, где ϕ : S1×∂Dλ×Dn−λ

- гладкое вложение. Азимов [4] доказал, что приклейка к многообразию обыкновенных ручек
индексов λ и λ+1 зквивалентна приклейке к нему круглой ручки индекса λ (λ>0). Техника
слияния обыкновенных ручек в круглую указана Азимовым на языке изотопии многообразия
с приклеенными ручками.

Технику слияния ручек и разложения многообразий на ручки можно описать также
с помощью изотопных функций, рассмотренных в [5]. Изотопные функции определялись
следующим образом. Пусть M - n-мерное многообразие и X - его подмножество.
Следуя определениям [6] и [7], обозначаем через Iso(M,X) группу его изомофизмов
(Cr-диффеоморфизмов, r = 1, . . . ,∞ или гомеоморфизмов или PL-гомеоморфизмов),
неподвижных на X. Iso(M,�) = Iso(M). Если M ориентируемо, то Iso+(M) обозначает
группу изоморфизмов, сохраняющих ориентацию M . Iso0(M,X) - подгруппа в Iso(M,X),
состоящая из всех изоморфизмов, изотопных idM в пространстве Iso(M,X). Функции f0 и f1
на многообразии называются изотопными (Cr-изотопными или непрерывно изотопными или
изотопными функциями Морса-Ботта), если существуют такая неподвижная на X изотопия
H : (M,X) × I → (M,X) × I и изотопия h : [0, 1] × I → [0, 1] × I,Ht ∈ Iso0(M,X) и
ht ∈ Iso+0 ([0, 1]), что для всех t ∈ [0, 1] ht ◦ f0 = ft ◦ Ht или ft = ht ◦ f0 ◦ H−1

t - функции
одинакового вида (Cr-гладкие, непрерывные, функции Морса-Ботта).
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Теоретико-множественное описание перколяционных переходов на фрактальных
матрицах
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Основы фрактальной теории, опубликованные Бенуа Мандельбротом в 70-х годах [1],
за прошедшие сорок лет оформились в научное направление, одним из центров внимания
которого стали конструктивные фракталы. В сложившемся стереотипе их описания в
научной и учебной литературе основное внимание уделяется изучению техники построения,
асимптотическому поведению, расчету размерностей и т.п. Между тем, такие фракталы как
канторово множество, континуумы Серпинского, Пеано, Гильберта и другие – традиционные
объекты исследования теории множеств, топологии, математического и функционального
анализа, теории итерированных функций [2], [3]. Именно в трактовке математических
дисциплин, в которых они были введены в научный обиход и впервые исследовались, эти
объекты рассмотрены в нашем докладе.

Два примера. В одной из работ [4], представленных в обзоре, введен в рассмотрение
аналог известного фрактала – ковер Серпинского с конечно-бесконечной (гибридной)
разветвленностью.

Как известно, топологически ковер Серпинского – одномерный объект с континуальным
индексом ветвления во всех точках [2]. Конкретное значение разветвленности не всегда важно,
но некоторые свойства фракталов с конечной и бесконечной разветвленностью существенно
различны [4]. Наиболее интересное для нас свойство таких фракталов – наличие настоящего
перколяционного перехода, в отличие от решеток с конечной разветвленностью, на которых
путь протекания разрушается при выбрасывании конечного числа узлов.

В [4] методом ренорм-групп рассчитаны параметры перколяционного перехода, возни-
кающего во втором континууме Серпинского [2], а также получены рекуррентные соотношения
для вычисления силовых полей предфракталов произвольного поколения.

В работе [5] ряд традиционных моделей перколяционной теории исследован по
предложенной авторами вычислительной методологии, которая, в отличие от классического
результата, показала существование вблизи точки фазового перехода нескольких бесконечных
кластеров.
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Стационарные значения секционной кривизны грассманова многообразия
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В четырехмерном псевдоевклидовом пространстве 1R4 рассматриваем подмногообразия
двумерных пространственноподобных и времениподобных плоскостей грассманова
многообразия, которые будем обозначать SPG(2, 4) и TPG(2, 4) соответственно. Можно
показать, что не существует экстремальных значений секционной кривизны K(σ) этих
подмногообразий, то есть K(σ) может принимать любые действительные значения (в отличии
от евклидова пространства, в котором K(σ) ∈ [0, 2]). По этой причине будем находить
значения секционной кривизны в точках локальных экстремумов.

При стандартном плюккеровом погружении указанных многообразий в пространство 3R6

метрика их точечных образов имеет сигнатуру (−−++) [1]. Двумерные касательные площадки
к каждому из подмногообразий будем задавать бивекторами с координатами pab = x[ayb], где
X̄ = (xa) и Ȳ = (ya), a, b = 1, .., 4 - касательные векторы. Тогда секционная кривизна в
направлении данной площадки определяется формулой [3]

K(σ) =
Rabcdp

abpcd

(gacgbd − gabgcd)pabpcd
,

где Rabcd - тензор кривизны, а gij - компоненты метрического тензора подмногообразий
грассманова многообразия. Точки локальных экстремумов находятся из системы уравнений

∂Rabcd

∂pij
= 0.

Показано, что стационарные значения секционной кривизны равны 0 и −1.
И.Маазикас в [2] вычислял стационарные значения секционной кривизны для

подмногообразий m-плоскостей псевдоевклидовых пространств.
В дальнейшем планируется исследовать двумерные поверхности пространства 1R4, для

которых секционная кривизна грассманова многообразия вдоль площадок, касательных к их
грассманову образу, равна найденным стационарным значениям.
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Геометрические свойства подфунктора P C
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В работе [1] был приведен подфунктор P C
f, n функтора Р вероятностных мер в категории

Comp - компактов и непрерывных отображений в себя. Напомним, что пространство P f (X) ⊂
P (X) состоит из всех вероятностных мер вида

µ = m 1δ(x1) + ...+mkδ(xk)

с конечными носителями, для каждой из которых mi ≥ k
1+k при некотором i. Для

натурального числа n положим P C
f, n = P C

f ∩ Pn. т.е. для компакта имеет
место равенство PC

f,n(X) = {µ ∈ PC
f (X) : |supp µ| ≤ n} где P C

f (X) =

{µ ∈ Pf (X) : µ лежит в одной из компонент связности пространства Х}. Функтор P C
f, n

является подфунктором функтора Pn где Pf, n (X) =
{
µ ∈ Pf (X) : |supp µ| ≤ n

}
. Заметим,

что P C
f, n является локально выпуклым подфунктором функтора P [1].

Имеет место следующая теорема:
Теорема 1. Функтор P C

f, n сохраняет локальную стягиваемость сепарабельных
метрических пространств.

Говорят, что топологическое пространство Х называется kω - пространством [2], если Х
является возрастающим пределом семейства компактов Xi. т.е. X = lim

→
Xi, где X1 ⊂ X2 ⊂ ....

Теорема 2. Для любого метрического kω - пространства Х пространство P C
f, n (X) тоже

kω - пространство.
По определению, паракомпактное топологическое пространство называется

многообразием, моделированным на пространство Y или Y - многообразием, если всякая точка
пространства Х имеет окрестность гомеоморфную открытому подмножеству пространства Y .

Теорема 3. Функтор P C
f, nсохраняет Q - многообразий,

где Q =
∞∏
i=1

[−1, 1]- гильбертов куб, [−1, 1]i ⊂ R - отрезок.
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В данной заметке рассматриваются некоторые геометрические свойства типа
бесконечномерных Q - многообразий являющихся подмножествами пространства λ (X)
суперрасширения.

Напомним, что суперрасширением топологического пространства Х называется множество
λ (X) состоящее из всех максимально сцепленных систем (коротко мсс) замкнутых
подмножества пространства Х [1], наделенное волмэновской топологией. Для произвольного
компакта Х через λn (X) обозначается подпространство суперрасширения λ (X), состоящее из
всех максимально сцепленных систем носитель которых имеет мощность ≤ n. ξ′ ⊂ ξ назовём
базой, если для любого F ∈ ξ существует такое ∈ ξ′, что ⊂ F. Система ξHнаименьших (по
включению) элементов мсс ξ называется наименьшей базой ξ. Носителем мсс ξ называется
множество H(ξ) =

⋂
ξH . Значит, λn (X) = {ξ : ξ ∈ λ(X) |H (ξ)| ≤ n} .

Говорят, что паракомпактное топологическое пространство Х называется многообразием
моделированным на пространстве Y или Y -многообразием, если всякая точка пространства Х
имеет окрестность гомеоморфную открытому подмножеству пространства Y .

Теорема 1. Для каждого (связного) Q-многообразия Х пространства λ (X) является Q-
многообразием.

Теорема 2. Для любого метризуемого континиума Пеано Х и любого n ∈ N пространство
λ (X) \λn(X) является Q - многообразием,

где Q =
∞∏
i=1

[−1, 1] i- гильбертов куб, [−1, 1]i ⊂ R- отрезок в R.
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В данной заметке рассматриваются компактные, метрические, топологическое
пространства обладающим C− свойством при воздействии проективно факторных,
проективно замкнутых и проективно открытых функторов. В работе [1] было введено
и изучение некоторые геометрические, топологические свойство проективно факторные
функторы в категории компактных пространств и непрерывных отображений в себя.

Нормальное T1− пространство X называется C− пространством (X ∈ C), если для любой
последовательности (Ui) , i ∈ ω его открытых покрытий существует последовательность (Vi)
дизъюнктных открытых семейств пространства X,C− вписанная в последовательность (Ui),
C− вписанность означает, что каждое семейство Vi вписано в покрытие Ui а совокупность
семейств Vi является покрытием пространства X т.е.

X =
⋃
{
⋃
Vi : i ∈ ω}

В этом случае говорят что последовательность (Ui) , i ∈ ω (бесконечная или конечная)
несущественна.

Определение [2]. Пусть P - класс открытых покрытий топологических пространств.
Нормальное T1− пространство X называется P -C- пространством, если всякая
последовательность (Ui) , i ∈ ω, его покрытий из класса P несущественна. В качестве P
можно взять всех конечных, из всех счетных, из всех звездноконечных, из всех локально
конечных, из всех точечно конечных покрытий.

Теорема 1. Проективно факторные нормальные функторы сохраняет компактных C−
пространств.

Теорема 2. Проективно замкнутые и открытые нормальные функторы сохраняет
метрических C− пространств.

Теорема 3. Проективно факторные нормальные функторы сохраняет P -C- пространства,
где P -состоит из всех локально конечных покрытий.

Теорема 4. Проективно замкнутые и открытые нормальные функторы сохраняет P -C-
пространства, где P -состоит из всех локально конечных покрытий.
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Исследование колебаний физического маятника фракционным методом
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Одной из важнейших проблем в инженерной практике являются процедуры приведения
исходных уравнений, моделирующих какой-либо объект или процесс, к простейшему виду.
Единая процедура приведения исходных уравнений к безразмерному виду, выделение
малого параметра и дальнейшее исследование упрощённых уравнений методом возмущений
называется факторным анализом ([1], [2]).

В качестве примера фракционного анализа рассмотрим нелинейные колебания
физического маятника (ϕ(t) - угловое отклонение маятника от вертикали)

ϕ̈+ k2sinϕ = 0, (1)

с начальными условиями: при t = 0, ϕ = ϕ0, ϕ̇ = 0.
Вводятся безразмерные переменные ϕ1 = ϕ

ϕ0
, t1 = t

T , где T = 2π
k -период линейных

колебаний. Приведем (1) к безразмерному виду и разложим sinϕ в степенной ряд. Если
ввести малый параметр ε = 4π2ϕ2

0
3! � 1, то уравнение (1) запишется в виде:

ϕ̈1 + 4π2ϕ1 − εϕ3
1 = 0. (2)

По методу возмущений решение (2) ищем в форме

ϕ1(t1) = ϕ0
1(t1) + εϕ1

1(t1)

p2 = 4π2 + εc.

В результате получим систему дифференциальных уравнений для последовательных
приближений

ϕ̈0
1 + p2ϕ0

1 = 0, (3)

ϕ̈1
1 + p2ϕ1

1 = cϕ0
1 + (ϕ0

1)
3, (4)

с начальными условиями: ϕ0
1(0) = 1, ϕ̇0

1(0) = 0, ϕ1
1(0) = 0, ϕ̇1

1(0) = 0. В результате
приближённое решение задачи (1) в размерной форме имеет вид:

ϕ(t) = ϕ0

[
cosωt+

1

192

ϕ2
0

(1− 0, 5π2ϕ2
0)

(
cosωt− cos3ωt

)]
,

где ω = kp
2π = k

√
1− 1

2π
2ϕ2

0, т.е. частота колебаний зависит от начальных условий.
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Пусть M − 2n + 1-мерное гладкое многообразие, n > 1,X(M) − C∞(M) - модуль гладких
векторных полей на M , d – оператор внешнего дифференцирования.

Определение 1. Ненулевое векторное поле ξ ∈ X(M) называется торсообразующим, если
∇ξ = ρid + a ⊗ ξ для некоторых ρ ∈ C∞(M) и a ∈ X∗(M). Дифференциальную 1-форму a
и функцию ρ назовем характеристическими. Торсообразующее векторное поле называется
конциркулярным, если da = 0, называется спецконциркулярным, если a = 0, назовем
абсолютно торсообразующим, если векторное поле Φξ также является торсообразующим.

Определение 2. Векторное поле ξ ∈ X(M) назовем псевдо-голоморфным, если эндоморфизм
Φ ξ-инвариантен.

Теорема 1. Торсообразующее векторное поле ξ на почти контактном метрическом
многообразии M псевдо-голоморфно тогда и только тогда, когда ∇ξ(Φ)X = a(ΦX)ξ −
a(X)Φξ, X ∈ X(M).

Теорема 2. Торсообразующее векторное поле ξ на почти контактном метрическом
многообразии M cпецконциркулярно тогда и только тогда, когда cправедливо тождество:
∇ξ(Φ)X = 0, X ∈ X(M).

Теорема 3. Пусть M – почти контактное метрическое многообразие, допускающее
торсообразующее векторное поле ξ. Тогда векторное поле Φξ будет абсолютно
торсообразующим тогда и только тогда, когда выполняется тождество: ∇X(Φ)ξ =
0; X ∈ X(M).

Теорема 4. Пусть M – косимплектическое многообразие, ξ ∈ X(M) – торсообразующий
вектор. Тогда справедливы следующие утверждения: 1. ξ – абсолютно торсообразующий
вектор; 2. ξ – псевдо-голоморфный вектор; 3. ξ – cпецконциркулярный вектор.

Теорема 5. 1. Многообразие Сасаки не допускает абсолютно торсообразующих векторных
полей; 2. На многообразии Сасаки торсообразующее векторное поле псевдо-голоморфно тогда
и только тогда, когда оно спецконциркулярно.
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Пусть M − 2n + 1-мерное гладкое многообразие, n > 1,X(M) − C∞(M) - модуль гладких
векторных полей на M , d – оператор внешнего дифференцирования.

Определение 1. Ненулевое векторное поле ξ ∈ X(M) назовем псевдо-голоморфным, если
эндоморфизм Φ ξ-инвариантен.

Определение 2. Ненулевое векторное поле ξ ∈ X(M) называется торсообразующим, если
∇ξ = ρid + a ⊗ ξ для некоторых ρ ∈ C∞(M) и a ∈ X∗(M). Дифференциальную 1-форму a
и функцию ρ назовем характеристическими. Торсообразующее векторное поле называется
конциркулярным, если da = 0,называется спецконциркулярным, если a = 0, назовем
абсолютно торсообразующим, если векторное поле Φξ также является торсообразующим.

Теорема 1. Псевдо-голоморфный вектор на многообразии Кенмоцу является
спецконциркулярным полем.

Теорема 2. Векторное поле на слабо косимплектическом многообразии спецконциркулярно
тогда и только тогда, когда оно абсолютно торсообразующее.

Теорема 3. Торсообразующее векторное поле на почти контактном метрическом
многообразии, дуальная 1-форма которого совпадает с характеристической 1-формой,
является конциркулярным векторным полем и внутренним образом порождает
конциркулярное локально конформное преобразование метрики этого многообразия.

Теорема 4. Вектор Ли 5-мерного пространства Лобачевского постоянной кривизны
является конциркулярным векторным полем.
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В работе изучаются свойства асимптотических линий на поверхностях постоянной
кривизны. Хорошо известно, что асимптотические линии на поверхностях постоянной
кривизны образуют чебышёвскую сеть. Площадь сетевого четырёхугольника чебышёвской
сети на поверхностях постоянной отрицательной кривизны можно выразить либо через
избыток его внутренних углов [1], либо через альтернированную сумму величин сетевых
углов чебышёвской сети в вершинах четырёхугольника. Последний способ легко обобщается
на произвольные сетевые многоугольники чебышёвской сети. Комбинируя положительно
определённые и индефинитные метрики, можно распространить эти результаты на всю
плоскость Лобачевского. На примере псевдосферы показывается, как это может быть
реализовано. Один из способов распространения предполагает введение на универсальной
накрывающей “полной псевдосферы” за граничным орициклом, накрывающим ребро
возврата, метрики де Ситтера. Универсальная накрывающая рассматривается в модели
Пуанкаре в полуплоскости. Внутри орикруга, накрывающего одну полость псевдосферы,
берётся чебышёвская сеть, накрывающая асимптотическую сеть на псевдосфере Бельтрами-
Миндинга, вне орикруга берётся чебышёвская сеть в метрике де Ситтера, накрывающая
асимптотическую сеть на “бабочке де Ситтера” —одной из псевдосфер псевдоевклидова
пространства [2]. Вне орикруга сетевые углы (как и длины дуг линий сети) берутся в метрике
де Ситтера , внутри—в метрике Лобачевского . Длина дуги линии сети от ребра возврата и
внутри, и вне граничного орикруга в своих метриках равна

длине её ортогональной проекции на этот граничный орикруг. Противоположные стороны
сетевых четырёхугольников такой эклектичной сети будут равны, как и для обычной
чебышёвской сети. В обеих метриках имеются простые связи сетевых углов с углом
параллельности.
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Теорема Кези [1]является обобщением теоремы Птолемея (во вписанном четырёхугольнике
сумма произведений длин противоположных сторон равна произведению длин диагоналей).
Если вершины вписанного четырёхугольника заменить четырьмя окружностями,
касающимися одной окружности, а длины сторон и диагоналей заменить длинами отрезков
касательных, взятых в том же порядке, то получим формулировку теоремы Кези на
евклидовой плоскости. Если две окружности касаются основной окружности одинаково (обе
внутренним, или обе внешним образом), то берётся отрезок общей внешней касательной
этих окружностей, если по-разному, то берётся отрезок общей внутренней касательной. В
недавней работе [2] был доказан гиперболический аналог теоремы Кези. Нами получена
интерпретация теоремы Кези и её гиперболического аналога как теорем о пространственных
четырёхугольниках на сферах нулевого радиуса соответственно трёхмерного псевдоевклидова
пространства и трёхмерного псевдогиперболического пространства 2S3, а также получен
ещё один гиперболический аналог теоремы Кези, в котором вместо "касательных
расстояний" берутся длины дуг касательных орициклов, а окружности могут быть заменены
произвольными циклами (эквидистантами, орициклами или прямыми). При этом в одной
конфигурации могут фигурировать циклы разных типов. Последняя версия теоремы также
допускает "точечную" интерпретацию, при которой циклам соответствуют точки изотропной
сферы, а длинам дуг касательных орициклов соответствуют длины сторон пространственного
четырёхугольника, вписанного в эту сферу. Все эти результаты являются следствиями
доказанного нами утверждения.

Теорема 1. 1. Четверка окружностей, касающихся окружности на евклидовой
плоскости, может быть интерпретирована:

(a) четверкой точек на сфере нулевого радиуса трехмерного псевдоевклидова
пространства так, что “касательным расстояниям” между евклидовыми
окружностями будут соответствовать расстояния между точками на
изотропной сфере;

(b) четверкой циклов, касающихся цикла на плоскости Лобачевского, так, что
“касательным расстояниям” между евклидовыми окружностями будут
соответствовать длины дуг касательных орициклов.

2. Четверка циклов, касающихся цикла на плоскости Лобачевского, может быть
интерпретирована четверкой точек на изотропной сфере трехмерного пространства
2S3 так, что “касательным расстояниям” между циклами будут соответствовать
расстояния между точками изотропной сферы пространства 2S3.
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В ([1])мы рассматривали pF-планарные отображения (псевдо-)римановых пространств
(Vn, gij , F

h
i ) и (V n, gij , F

h
i ) с абсолютно параллельной кубической структурой, основные

уравнения которых в общей по отображению системе координат (xi) имеют вид:

Γ
h
ij(x) = Γhij(x) +

2∑
s=0

s
q(i(x)

s

F hj)(x),

где
◦
F hi = δhi ,

1

F hi = F hi ,
2

F hi =
1

Fαi

1

F hα ,
s

F hi (x) =

s

F
h
i (x),

F hαF
α
β F

β
i = δhi , giαF

α
j = gjαF

α
i , F hi,j = F hi|j = 0,

Γhij , Γ
h
ij - компоненты объектов связности Vn и V n, соответственно;

s
qi(x) - некоторые ковекторы;

F hi - аффинор; <,>, < | > - знаки ковариантной производной в Vn и V n.
Мы отмечали, что при таких условиях на аффинор пространства Vn и V n, находящиеся в

2F-планарном отображении, являются локально приводимыми и распадаются в произведение

Vn = Vm × Vn−m, V n = V m × V n−m,

причем на компонентах этого произведения 2F-планарное отображение f : Vn −→ V n

индуцирует геодезическое отображение ( [2]) f1 : Vm −→ V m, и F-планарное отображение([2])

f2 : Vn−m −→ V n−m, соответствующее аффинору
1

FBA (xC) определенного типа A,B,C =
m+ 1,m+ 2, . . . , n.

Мы исследовали 2F-планарное отображение пространства указанного типа на плоское

f : Vn −→ V n = En

и обнаружили, что в этом случае Vn является произведением пространства постоянной
кривизны Vm на плоское Vn−m = En−m.

Доказано также, что римановы пространства с указанной аффинорной структурой не
допускают нетривиальных геодезических и F -планарных отображений, представляющих собой
частные случаи 2F -планарных отображений (это аналоги известной в теории геодезических
отображений келеровых пространств теоремы Яно-Вестлэйка).
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Некоторые вопросы 4-квазипланарных отображений полукватернионных
многообразий
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Ранее мы рассматривали 4-квазипланарные отображения почти кватернионных
многообразий ([1]). В ([2])мы ввели в рассмотрение полукватернионную структуру,
которая порождается парой почти комплексных структур, коммутирующих между собой.
Соответственно, почти полукватернионным мы назвали риманово пространство Vn c

заданными на нем почти комплексными структурами
1
F и

2
F , которые удовлетворяют

условиям
1

Fαi

1

F hα = −δhi ,
2

Fαi

2

F hα = −δhi ,
1

Fαi

2

F hα −
2

Fαi

1

F hα = 0.

Очевидно, что
3

Fαi

3

F hα = δhi ,
3

F hi =
1

Fαi

2

F hα

Как обычно, под келеровой будем понимать полукватернионную структуру на Vn, для
которой

s

F hi,j = 0, s = 1, 2, 3,

где <,> - знак ковариантной производной в Vn.
Показано ([2]), что келерово полукватернионное пространство приводимо.
Рассмотрим (псевдо-)римановы пространства (Vn, gij) и (V n, gij) c полукватернионными

келеровыми структурами
s
F ,

s

F , s = 1, 2, 3, находящиеся в 4-квазипланарном отображении
(4КПО), сохраняющем структуру. Тогда в общей по отображению системе координат (xi)
имеют место

Γ
h
ij(x) = Γhij(x) +

3∑
s=0

s
q(i(x)

s

F hj)(x),

где
◦
F hi = δhi ,

3

F hi =
1

Fαi

2

F hα ,
s

F hi (x) =

s

F
h
i (x),

s
qi(x) - некоторые ковекторы.

Построены геометрические объекты, как неоднородные (типа параметров Томаса в теории
геодезических отображений римановых пространств), так и тензорного характера ( типа
тензора Вейля), инвариантные относительно рассматриваемых отображений.

Выделен класс келеровых полукватернионных пространств (4-квазиплоских ),
допускающих 4КПО на плоское пространство. Найдена структура их тензора Римана.
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Изучение моделей плоскости Лобачевского и плоскости де Ситтера с
применением системы компьютерной алгебра Maxima
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При переходе на двухуровневую систему подготовки в первой ступени ( бакалавр)
по сравнению со специалитетом существенно сократилось количество аудиторного времени
на изучение основных курсов. Использование систем компьютерной алгебры позволяет
оптимизировать учебный процесс за счёт передачи части рутинных функций компьютеру,
а высвободившееся время посвятить более глубокому усвоению изучаемого материала.
При изучении неевклидовых геометрий мы применяем свободно распространяемую систему
компьютерной математики Maxima. Собственная и идеальная области плоскости
Лобачевского рассматриваются нами в хорошо известных конформных моделях на евклидовой
плоскости и на плоскости Минковского (псевдоевклидовой плоскости) соответственно.
Идеальная область плоскости Лобачевского является двумерным пространством постоянной
кривизны с индефинитной метрикой, то есть двумерным пространством де Ситтера.
Конформная модель на псевдоевклидовой полуплоскости покрывает идеальную область,
их которой удалена одна изотропная прямая. Одним из заданий, которые, на наш
взгляд, можно без ущерба для образовательных целей выполнять с использованием
компьютера, является определение типов движений, задаваемых подстановками комплексной
переменной для плоскости Лобачевского и двойной переменной для плоскости де Ситтера.
Здесь возникают и специфические компьютерные задачи на определение в фиксированном
промежутке количества целых значений коэффициентов дробно-линейной подстановки,
задающей преобразования из указанного типа. Такие задачи легко программируются в
системе Maxima. Нахождение расстояния между точками, определение типа геодезической,
соединяющей две точки на плоскости де Ситтера, определение типа цикла, описанного около
треугольника на плоскостях Лобачевского и де Ситтера, как и нахождение уравнения такого
цикла, тоже, на наш взгляд, целесообразно выполнять с использованием компьютера.
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Движения в геометрии Лобачевского - Бойяи и алгебры функциональных
операторов
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Пусть D -единичный круг комплексной плоскости. В банаховом пространстве Lp(D), p >
1, введём оператор взвешенного сдвига (Wgf)(z) = |g′(z)|2/p с автоморфными коэффициентами
относительно конечной или бесконечной циклической группы g ∈ G конформных дробно-
линейных преобразований единичного круга D в себя: A =

∑
g
agWg. Мы считаем, что

G порождена эллиптическим преобразованием конечного порядка n + 1 или бесконечным
гиперболическим или параболическим преобразованием. В работе изучаются банаховы
алгебры A функциональных операторов A ∈ A одного из двух видов:

A =
n∑

j=0
aj(z)W

j

в эллиптическом случае или

A =
+∞∑

j=−∞
aj(z)W

j

в бесконечном, гиперболическом или параболическом, случае. Напомним (см., напр., ([1], [2])),
что функция aj называется автоморфной, если она удовлетворяет условию: aj(z)=aj(g(z))
для любого сдвига g ∈ G. Пусть также норма в алгебре определяется правилом:
|||A|||1=

∑
g∈G

supz : |ag(z)|, т.е.

|||A|||1 =
n∑

j=0
supz : |aj(z)|

для эллиптического случая или

|||A|||1 =
+∞∑

j=−∞
supz : |aj(z)|

для бесконечного случая. В конечном случае риманова поверхность есть конус с ветвлением
в неподвижной точке. В параболическом случае риманова поверхность - это изогнутый конус
с каспом в вершине. В гиперболическом случае это изогнутый цилиндр. В эллиптическом
случае коэффициенты непрерывны в замкнутом круге D. В бесконечном же случае в
предельных (неподвижных) точках сдвига у коэффициентов имеется разрыв периодического
типа.

Список литературы

[1] Голубев В.В. Однозначные аналитические функции. Автоморфные функции.,- М.:
Физматгиз, 1961. - 456 с.

[2] Шабат Б.В.Введение в комплексный анализ.,- Ч.1. Функции одного переменного: Учебник
для университетов.– Изд. 3-е. – М. : Наука, 1985 . - С. 253–256.

79



О диффеоморфизмах рекуррентно-параболических пространств
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В ([1])было введено понятие рекуррентно-параболической аффинорной структуры F hi (x)
на римановом пространстве (Vn, gij), которая характеризуется условиями

Fαi F
h
α = 0, Fij + Fji = 0, Fij = Fαj gαi,

F hi,j = ρj(x)F hi (x),

где ρj - ковектор, «,» - знак ковариантной производной в Vn. Само Vn при этом также
называется рекуррентно-параболическим.

Рассмотрим пару рекуррентно-параболических пространств (Vn, gij), F
h
i и (V n, gij , F

h
i ),

находящихся в геодезическом отображении ([2])с сохранением аффинорной структуры. Их
основные уравнения в общей по отображению системе координат (xi) имеют вид

Γ
h
ij(x) = Γhij(x) + ψ(i(x)δhj)

F
h
i = F hi ,

где Γ
h
ij ,Γ

h
ij - компоненты объектов связности пространств V n и Vn, соответственно; ψi -

ковектор.
Мы показали, что ввиду сохранения структуры такое отображение вырождается в

аффинное, то есть является тривиальным. Этот факт представляет собой аналог теоремы
Яно-Вестлэйка в теории геодезических отображений келеровых пространств.

В ([1])изучались некоторые вопросы квази-геодезических отображений (КГО)
рекуррентно-параболических пространств, основные уравнения которых в общей по
отображению системе координат (xi) имеют вид

Γ
h
ij(x) = Γhij(x) + ψ(i(x)δhj) + ϕ(i(x)F hj)(x)

где Γ
h
ij ,Γ

h
ij - компоненты объектов связности пространств V n и Vn, соответственно; ψi, ϕi -

ковекторы; F hi - аффинор.
В частности, там рассмотрено КГО рекуррентно-параболического Vn на плоское

пространство En . Получена структура тензора Римана такого Vn (квази-плоского). Мы
же доказали аналог теоремы Бельтрами в теории геодезических отображений римановых
пространств, а именно, показали, что такая структура тензора Римана рекуррентно-
параболического пространства является необходимым и достаточным условием того, чтобы
оно допускало квази-геодезическое отображение на плоское пространство.
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Об одном типе инфинитезимальных преобразований в римановом пространстве
второго приближения
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Для риманова пространства Vn(x; g) ненулевой постоянной кривизны рассматривается
пространство второго приближения Ṽ 2

n (y; g̃), которое реализует приближение второго порядка
для Vn в окрестности произвольной фиксированной точки M0 ∈ Vn ([2]):

g̃ij(y) = gij
◦

+
1

3
Riαβj
◦

yαyβ, (1)

где gij
◦

= gij(M0), Riαβj
◦

= Riαβj(M0).

В пространстве Ṽ 2
n изучаются инфинитезимальные конциркулярные преобразования ([1]):

y′h = yh + ξ̃h(y)δt. (2)

Исследуя уравнения ([3])

∇̃(iξ̃j) = ψ(y)g̃ij (3)

∇̃ijψ = φ(y)g̃ij (4)

получены вектор смещения ξ̃h(y), функции ψ(y) и φ(y) в виде абсолютно и равномерно
сходящихся рядов на компактных множествах.
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Геометрическая структура и комбинаторные характеристики многомерных
усеченных кубов
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Введем следующее определение многомерного усеченного куба в векторном пространстве
произвольной размерности.

Определение 1. n−мерным a−усеченным кубом (atCubn) для n ≥ 2, a > 2, называется
n−мерный многогранник, представляющий собой выпуклую оболочку 2n · n точек (вершин
a−усеченного куба), разбивающих 1−грани n−мерного куба в отношении 1 : (a− 2) : 1.

Одновременно, с точки зрения конструктивного объекта, данный многогранник очевидно
можно рассматривать как результат соответствующего усечения многомерного куба.

Теорема 1. n−мерный a−усеченный куб является выпуклым многогранником, (n−1)−грани
которого представлены многогранниками двух типов, а именно:

— симплексами;
— a−усеченными кубами.

При этом количество i−граней, i = 0, n− 1, n−мерного a−усеченного куба равно:{
Ni(atCubn) = 2n · Ci+1

n + 2n−i · Cn−i
n , i = n− 1, 1,

N0(atCubn) = 2n · Cn−1
n .

(1)

Рассмотрим предельный случай усечения изначального многомерного куба построения.

Определение 2. n−мерным срединно-усеченным кубом (mtCubn) для n ≥ 2 называется
n−мерный многогранник, представляющий собой выпуклую оболочку 2n−1 · n точек (вершин
срединно-усеченного куба), являющихся серединами 1−граней n−мерного куба.

Теорема 2. n−мерный срединно-усеченный куб является выпуклым многогранником,
(n− 1)−грани которого представлены многогранниками двух типов, а именно:

— симплексами;
— срединно-усеченными кубами.

При этом количество i−граней, i = 0, n− 1, n−мерного срединно-усеченного куба равно:
Ni(mtCubn) = 2n · Ci+1

n + 2n−i · Cn−i
n , i = n− 1, 2,

N1(mtCubn) = 2n · Cn−2
n ,

N0(mtCubn) = 2n−1 · Cn−1
n .

(2)
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Некоторые подклассы NC10-многообразий
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Определение 1 [1]. Почти контактная метрическая структура, характеризуемая
тождеством

∇X(Φ)Y + ∇Y (Φ)X = ξ∇X(η)ΦY + ξ∇Y (η)ΦX + η(X)∇ΦY ξ + η(Y )∇ΦXξ; ∀X,Y ∈ X(M),

называется NC10-структурой. Почти контактное метрическое многообразие, снабженное
NC10-структурой называется NC10-многообразием.

Определение 2. Почти контактное метрическое многообразие назовем многообразием
класса R2, если его тензор римановой кривизны удовлетворяет условию

R(ξ,Φ2X)Φ2Y +R(ξ,ΦX)ΦY = 0;∀X,Y ∈ X(M).

Теорема 1. NC10-многообразие является многообразием класса R2 тогда и только тогда,
когда оно является точнейшее косимплектическим многообразием.

Учитывая локальное строение точнейшее косимплектических многообразий [2]
предыдущую теорему можно сформулировать в виде.

Теорема 2. NC10-многообразие класса R2 локально эквивалентно произведению
приближенно келерова многообразия на вещественную прямую. Если многообразие
односвязно, то локальные эквивалентности можно выбрать глобальными.

Определение 3. Почти контактное метрическое многообразие назовем многообразием
класса R3, если его тензор римановой кривизны удовлетворяет условию

R(Φ2X,Φ2Y )Φ2Z = R(Φ2X,ΦY )ΦZ +R(ΦX,Φ2Y )ΦZ +R(ΦX,ΦY )Φ2Z; ∀X,Y ∈ X(M).

Теорема 3. NC10-многообразие класса R3 является точнейшее косимплектическим
многообразием, а значит, локально эквивалентно произведению приближенно келерова
многообразия на вещественную прямую. Если многообразие односвязно, то локальные
эквивалентности можно выбрать глобальными.
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Минимальные системы образующих для групп автоморфизмов графов Риба и
фундаментальных групп орбит некоторых функций Морса

Р. В. Скуратовский

НПУ, Киев, Украина

E-mail address: ruslcomp@mail.ru

Рассмотрим класс конечных групп = (пусть G ∈ =) построенных по формуле:

G = (

k1∏
i1=1

Cni1
) o (

k2∏
i2=1

Cni2
) o ... o (

km∏
im=1

Cnim
), 1 ≤ ki ≤ ∞.

Где под операцией сплетения понимают сплетение групп как груп подстановок, владеющее
свойством ассоциативности. Из определения следует, что все произведения конечны.

Теорема 1. Группа являющаяся сплетением циклических групп как групп подстановок
действующих регулярно: Cn1 o Cn2 . . . o Cnm , где (ni, nj) = 1 при i 6= j, имеет ранг 2 (он
обозначается d(G) [1]) т.е. есть 2-порожденной.

Обозначим Gj =
∏kj

ij=1Cij . Пусть rk1 = d(G1), rk2 = d(
∏m

j=2Gj) – ранги указанных групп.

Теорема 2. Пусть G ∈ =, тогда d(G) = rk1 + rk2.

Таким образом имеем линейную зависимость числа образующих от количества
циклических подгрупп невзаимнопростых порядков. Оказывается [2] подкласс групп из класса
= изоморфен группам автоморфизмов графа Риба некоторых функций Морса на компактных
поверхностях.

Замечание 1. Если произведение
∏kj

ij=1Cij из G вместо циклических групп содержало бы
Hn, где H = A × B, а A – прямое произведение абелевых простых групп, B – прямое
произведение неабелевых простых групп, то в d(G) вместо количества образующих для∏kj

ij=1Cij появится количество образующих max {βn, d (Bn)}, где β = d
(
A/A′

)
[4].
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Геометрия и алгебра гамильтонионов

А. Ф. Турбин

НПУ имени М. Драгоманова, Киев, Украина

E-mail address: turbin@imath.ua

Ю. Д. Жданова
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E-mail address: yuzhdanova@yandex.ru

Назовём кватернион ~q = q0~1+q1~i+q2~j+q3~k рациональным, если qm – рациональные числа
(qm ∈ Q,Q – поле рациональных чисел). В множестве рациональных кватернионов H (Q)
фиксируем кватернионы ~q (

√
m) = q0~1 + q1~i + q2~j + q3~k с нормой ‖~q‖ =

√
q20 + q21 + q22 + q23,

равной
√
m, m ∈ Q. Число ν (m) рациональных кватернионов с фиксированной нормой

√
m

конечно и limmν (m) =∝.
Кватернион ~q (

√
m) с нормой

√
m – точка на гиперсфере S3 (

√
m) ={

~x = (x0, x1, x2, x3) ∈ E4 : x20 + x21 + x22 + x23 = m
}

радиуса
√
m. Выпуклую оболочку ν (m)

точек на гиперсфере S3 (
√
m) мы называем гамильтоновым многогранником HP4 (ν (m)) в E4

или гамильтонионом.
Группа изотропии любого гамильтонова многогранника изоморфна группе симметрии

гиперкуба Л. Шлефли (и двойственной ему 16–ячейки (8,24,32,16) по Д. Гильберту) порядка
24 · 4! = 384.

Двумерными гранями могут быть треугольники, прямоугольники (в частности квадраты),
4 · 2s - угольники (s ≥ 1 ) и 6 · 2s -угольники (s ≥ 0).

На множестве HP4 (Q) всех гамильтонионов можно ввести пять операций (действий): две
бинарные (сложение и умножение) и три унарные (умножение на (подходящий) рациональный
скаляр λ, 1

2− и 1
3− архимедовы усечения).

Множество гамильтоновых многогранников GSAHP4

(
H (Q) ,+, ·, λ, 12−,

1
3−
]
с указанными

бинарными и унарными операциями мы называем геосупералгеброй Гамильтона – Архимеда.
Единицей геосупералгебры Гамильтона – Архимеда является выпуклая оболочка делителей

единицы кольца целых кватернионов ±~1,±~i,±~j,±~k (гипероктаэдр Б. Н. Делоне (8,24,32,16)).
Число правильных и полуправильных гамильтоновых многогранников бесконечно.
На флагах гамильтоновых многогранников группа симметрии гиперкуба Л. Шлефли

может действовать k – транзитивно, k ∈ N .
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Граничные свойства пространства P (X) вероятностных мер определенных в
бесконечном метрическом компакте

Турсунова З.О., Азимова А.А.

Ташкентский государственный педагогический университет имени Низами, Узбекистан

E-mail address: zulayho.tursunova86@mail.ru

В данной заметке рассматриваются граничные свойства всюду плотных подпространств.
Пространства P (X) вероятностных мер определенных в бесконечном компакте X.

Для компактов X через P (X) обозначается множество всех неотрицательных
линейных функционалов определенных на C (X) с единичной нормы т.е. P (X) =
{µ : C (X)→ R : µ ≥ 0 ‖µ‖ = 1 } . На P (X) рассматривается следующая база:
O (µ, ϕ1, ..., ϕk, ε) =

{
µ ∈ P (X) : |µ (ϕi)− µ′ (ϕi)| < ε, ϕi ∈ C (X) , i = 1, k

}
.

Для компактов X имеется простая топологическая классификация пространства P (X).
В случае конечного пространства X = {n}точки µ пространства P (n) = Pn (n) являются
выпуклыми линейными комбинациями мер Дирака вида: µ = m0δx0 +m1δx1 + ...+mn−1δxn−1 .
По этому они естественно отождествляются с точками (n− 1) мерного симплекса σn−1. В
случае бесконечного компактаX пространство P (X) также является бесконечным компактом.
По теореме Кэли выпуклый компакт P (X) аффинно вкладывается в l2. Следовательно по
теореме Келлера компакт P (X) как бесконечномерный выпуклый компакт лежащий в l2,

гомеоморфен гильбертовому кубу Q, где Q =
∞∏
i=1

[−1, 1]i - гильбертов куб, [−1, 1]i ⊂ R отрезок,

l2-сепарабельное гильбертово пространство,
∑

-линейнае оболочка стандартного кирпича Q′

в гильбертовом пространстве l2, в котором Q′ =
∞∏
i=1

[
0, 12 i

]
i

, σ-линейное подпространство

гильбертова пространства l2, состоящее из всех точек, конечное число координат которых

отлично от нуля. W±i = {(gj) ∈ Q : gi = ±1}- i-ая грань куба Q :
∞⋃
i=1

W±i = BdQ -

псевдограница куба Q, S = Q\BdQ - псевдовнутренность куба Q.

Для n ∈ N обозначим Pn (X) = {µ ∈ P (X) : |supp µ| ≤ n}и Pω (X) =
∞⋃
n=1

Pn (X) ⊂ P (X) .

Заметим, что Pω (X)всюду плотно в P (X) и σ-компактно.
Напомним, что множество B(Q) называется граничным множество в Q, если Q\B(Q) ≈ l2.

Понятия относящиеся функтору P вероятностных мер можно найти в работах [1− 2] .
Имеет место следующая
Теорема. Для любого бесконечного компакта X и любого его открытого всюду плотного

подмножества U ⊂ X отличное от X пространство Pω(U) есть граничное множество в P (X).
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Геометрические свойства пространства вероятностных мер являющихся
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В данной работе рассматриваются геометрические свойства пространства вероятностных
мер P (X) в бесконечном метрическом компакте X.

Пусть X бесконечный метрический компакт. Пространство P (X) вероятностных мер,
которое состоит из всех µ : C (X) → R непрерывных, неотрицательных и нормированных
линейных функционалов т.е. P (X) = {µ : C (X) → R : µ - непрерывный, линейный,
неотрицательный нормированный функционал, R- множество действительных чисел }, где
C (X) = {f : X → R } непрерывно. На множестве C (X) рассматривается компактно-открытая
топология.

На пространстве P (X) базу топологии составляют следующего вида открытые множества:

O (µ, ϕ1, ϕ2, ..., ϕk, ε) =
{
µ′ ∈ P (X) : |µ (ϕi)− µ′ (ϕi)| < ε, ϕi ∈ C (X) , i = 1, k

}
Определение 1[1]. Паракомпактное топологическое пространство X называется Y
многообразием, моделированным на пространстве Y или Y - многообразием, если всякая
точка пространства X имеет открытую окрестность, гомеоморфную открытому подмножеству
пространства Y . Для натурального числа n ∈ N , через Pn (X) обозначим вероятностные меры,
µ носители которых содержат не более чем n точек т.е. Pn (X) = {µ ∈ P (X) : |supp (µ)| ≤ n}
[2]. Q =

∞∏
i=1

[−1, 1]i - гильбертов куб, [−1, 1]i - отрезок в R. W±i = {(gi) ∈ Q : gi = ±1} − i−ая

грань куба Q; BdQ =
∞⋃
i=1

W±i псевдограница куба Q; Q\BdQ = S- псевдовнутренность куба Q.

Теорема 1. Для любого бесконечного компакта X и любого n ∈ N , подпространство
P (X) \Pn (X) пространства P (X) является Q- многообразием.

Из этой теоремы и из определений Q- многообразий имеем
Следствие 1. Для любого бесконечного компакта X и любого его всюду плотного

подмножества A ⊂ X подпространство P (A) является Q- многообразием.
Через SP (A) обозначается множество {µ ∈ P (X) : supp µ ∩A 6= ∅}.
Теорема 2. Для любого бесконечного метрического компакта X и любого открытого

A ⊂ X, A 6= X подпространство SP (A) является Q- многообразием.
Следствие 2. Для любого бесконечного метрического компактаX и подмножества A 6= X,

подпространство P (X\A) есть S- многообразие.
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From Cayley-Klein Geometry to Deformation Quantization

S. S. Moskaliuk
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Deformation quantization, i.e., the study of the deformation of classical structures, such as
Poisson manifolds, to noncommutative spaces, has been, together with its many applications, one
of the central characters in the deep and fruitful interplay between geometry and physics that has
taken place in the last 20 years. With its connections with, and applications to, noncommutative
geometry, integrable systems, quantum field theory and strings, etc. it represents a crossing point
of many fundamental areas of research in present-day mathematics and theoretical physics. In
this talk it is presented Cayley-Klein geometries in the frame of category theory, on the one hand.
There are also presented some examples of Deformation Quantization: from scale deformation of
Cayley-Klein geometries to noncommutative Cayley-Klein geometries, on the other hand.
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