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Проблема існування коспектральних (або інакше ізоспектральних) графів виникла ще
у минулому сторіччі. У класичній теорії графів коспектральними вважають неізомор-
фні графи з однаковим спектром матриці суміжності (див. [5], Розділ 6.1). У [4] був
наведений перший приклад коспектральних графів.

У багатьох випадках більш важливу роль ніж матриця суміжності відіграє нормова-
ний лапласіан. Існують різні означення нормованого лапласіана, котрий ще називають
дискретним лапласіаном (див. [7], С.2). Ми розуміємо під нормованим лапласіаном ма-
трицю D−1/2AD−1/2, де A - матриця суміжності графа, а D = diag{d(v1), d(v2), ..., d(vp)}
- матриця степенів вершин, де d(vj) - степінь вершини vj.

У теорії квантових графів розглядають спектральні задачі, породжені рівняннями
Штурма-Ліувілля на рівнобічних графах (метричних графах, з ребрами однакової дов-
жини) з крайовими умовами Неймана або Діріхле на висячих вершинах і узагальненими
умовами Неймана (умовами неперервності і Кірхгофа) у внутрішніх вершинах. Тут та-
кож виникає проблема коспектральності.

У [9] було показано, що існують коспектральні графи (неізометричні графи з однако-
вим спектром задачі Штурма-Ліувілля) у квантовій теорії графів. Слід зауважити, що
у випадку графа з несумірними довжинами ребер спектр однозначно визначає форму
графа [8].

Спектр задачі теорії квантових графів зв’язаний з нормованим лапласіаном відповід-
ного
комбінаторного графа наступним чином: власні значення нормованого лапласіана вза-
ємно
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однозначно пов’язані з другими членами асимптотики власних значень задачі Штурма-
Ліувілля з (узагальненими) умовами Неймана на вершинах цього графа (див. [3], де
використані результати [2], [6] та [1]). Це дає змогу отримати інформацію про форму
графа користуючись асимптотикою власних значень.

Для задачі Штурма-Ліувілля з умовами Неймана на висячих вершинах і умовами
неперервності та Кіргофа у внутрішніх було доведено, що спектр однозначно визначає
форму простого звязного рівнобічного графу, якщо кількість вершин не перевищує 5 і
форму дерева, якщо кількість вершин не перевищує 8.

У даній роботі ми розглядаємо спектральну задачу Штурма-Ліувілля на простому
зв’язному рівнобічному графі зі стандартними умовами у внутрішніх вершинах та умо-
вами Діріхле на висячих вершинах (орієнтація ребер довільна):

− y′′j + qj(x)yj = λyj, (j = 1, 2, ..., g), (1)
з умовами неперервності

yj(0) = yk(l) (2)
для всіх j ∈ W−(vi), всіх k ∈ W+(vi), де W+(vi) множина індексів ребер, які входять у
вершину vi, W−(vi) множина індексів ребер, що виходять із вершини vi, умовами Кірх-
гофа ∑

k∈W+(vi)

y′k(l) =
∑

j∈W−(vi)

y′j(0) (3)

у внутрішніх вершинах та умовами Діріхле
yj(0) = 0 (4)

на висячих вершинах.
Отримано такий результат.
Teoрема 1 Нехай спектр {λk}∞k=1 =

⋃s
i=1{λ
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для i = 5, 6, ..., s та k ∈ N.

Тоді ця асимптотика однозначно визначає форму графа як подвійної зірки з кількістя-
ми
периферичних ребер інцидентних з внутрішніми вершинами m− 1 та n− 1 (див. рис.
1), де натуральні числа m і n становлять розв’язок системи рівнянь

m+ n = s− 1, mn = (cos γl)−2. (5)
Ця система рівнянь має 2 розв’язки, котрі відповідають ізоморфним графам.
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Доповідь грунтується на результатах статті [10], де, також, отримані теореми, подібні
до теореми 1 для інших графів.
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Відомо, що у тривимірному евклідовому просторі повна зв’язна мінімальна поверхня
є стійкою тоді й тільки тоді, коли є площиною. Цей результат був отриманий незалежно
О.В. Погорєловим, М. до Кармо і К.К. Пенгом та Д. Фішер-Колбрі і Р. Шоеном (див.,
наприклад, [1]). Він узагальнює класичну теорему С.Н. Бернштейна, згідно з якою будь-
яка повна явно задана мінімальна поверхня є площиною. У [2] було введене поняття
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