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Геометрия и алгебра гамильтонионов

А. Ф. Турбин

НПУ имени М. Драгоманова, Киев, Украина

E-mail address : turbin@imath.ua

Ю. Д. Жданова

ГУТ, Киев, Украина
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Назовём кватернион �q = q0�1+q1�i+q2�j+q3�k рациональным, если qm – рациональные числа
(qm ∈ Q,Q – поле рациональных чисел). В множестве рациональных кватернионов H (Q)
фиксируем кватернионы �q (

√
m) = q0�1 + q1�i + q2�j + q3�k с нормой ‖�q‖ =

√
q20 + q21 + q22 + q23,

равной
√
m, m ∈ Q. Число ν (m) рациональных кватернионов с фиксированной нормой

√
m

конечно и limmν (m) =∝.
Кватернион �q (

√
m) с нормой

√
m – точка на гиперсфере S3 (

√
m) ={

�x = (x0, x1, x2, x3) ∈ E4 : x20 + x21 + x22 + x23 = m
}

радиуса
√
m. Выпуклую оболочку ν (m)

точек на гиперсфере S3 (
√
m) мы называем гамильтоновым многогранником HP4 (ν (m)) в E4

или гамильтонионом.
Группа изотропии любого гамильтонова многогранника изоморфна группе симметрии

гиперкуба Л. Шлефли (и двойственной ему 16–ячейки (8,24,32,16) по Д. Гильберту) порядка
24 · 4! = 384.

Двумерными гранями могут быть треугольники, прямоугольники (в частности квадраты),
4 · 2s - угольники (s ≥ 1 ) и 6 · 2s -угольники (s ≥ 0).

На множестве HP4 (Q) всех гамильтонионов можно ввести пять операций (действий): две
бинарные (сложение и умножение) и три унарные (умножение на (подходящий) рациональный
скаляр λ, 1

2− и 1
3− архимедовы усечения).

Множество гамильтоновых многогранников GSAHP4

(
H (Q) ,+, ·, λ, 12−, 13−

]
с указанными

бинарными и унарными операциями мы называем геосупералгеброй Гамильтона – Архимеда.
Единицей геосупералгебры Гамильтона – Архимеда является выпуклая оболочка делителей

единицы кольца целых кватернионов ±�1,±�i,±�j,±�k (гипероктаэдр Б. Н. Делоне (8,24,32,16)).
Число правильных и полуправильных гамильтоновых многогранников бесконечно.
На флагах гамильтоновых многогранников группа симметрии гиперкуба Л. Шлефли

может действовать k – транзитивно, k ∈ N .
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